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再比较 I1 与 I2，有一个共同点是系数分别仅和 ũ，ρ 有关，和 ṽ，θ 无关。故令 ũ2+1 = ρ2，

ṽ = θ，此时 ũ =
√
ρ1 − 1，于是

I1 =
2ρ2 − 1

ρ2
(d
√
ρ1 − 1)2 + ρ2(dθ)2

=
2ρ2 − 1

ρ2 − 1
(dρ)2 + ρ2(dθ)2

和 I2 有相同的形式。根据推论6.6，两张曲面之间存在保长对应。

实际上，我们还可以把具体的保长对应写出来。最终的参数变换为ρ =
√
u2 + 1

θ = arctanu+ v

把这一参数变换代入 S2 的参数方程：θ = arctanu+ v 等价于
sin θ =

u cos v + sin v√
u2 + 1

cos θ =
cos v − u sin v√

u2 + 1

即 S2 新的参数方程为

r̃2(u, v) = (u cos v + sin v, cos v − u sin v, u)

此时的保长映射是由所谓的适用参数系 σ̃ :

u =u

v =v
给出。几何上看，

• 将螺旋面的 u− 曲线（直线）映为旋转单叶双曲面的直母线；

• 将螺旋面 u = 0 的特殊的 v− 曲线（直线）映为旋转单叶双曲面的腰圆。

使用推论6.6需要注意的要点：
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• 没有去直接求解方程，太复杂了，而是用“拼凑”的方法；

• 实际上，因为我们没有引入所谓拉回映射，因而也没有办法直接比较不同两个

曲面上的第一基本形式。所以寻找保长映射过程中真正使用的是推论6.3：我

们通过参数变换，让两张曲面上的第一类基本量完全相同；

• 而最后用第一基本形式，而不是第一类基本量来表达的原因在于形式的不变

性，否则每次参数变换都附加 Jacobi 阵的话过程会非常复杂，用第一基本形

式避免了显式出现 Jacobi 阵。

6.3.5 Gauss
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从而 K2 = − 1
(2ρ2−1)2

。

此时，K1 = − 1
(2u2+1)2

和 K2 = − 1
(2ρ2−1)2

的表达式并不相同，但是可以令 − 1
(2u2+1)2

=

− 1
(2ρ2−1)2

。此时 ρ =
√
u2 + 1，即 u =

√
ρ2 − 1。

上述对应是否就能给出保长对应？ 因为 Gauss 曲率相等只是必要条件，目前并不确

定。最终仍需要变换为相同的第一基本形式。先将 u =
√
ρ2 − 1 代入 I1，有

I1 =2(du)2 + 2dudv + (u2 + 1)(dv)2

=
2ρ2

ρ2 − 1
(dρ)2 + 2

ρ√
ρ2 − 1

dρdv + ρ2(dv)2

目前两张曲面的第一基本形式并不相同。继续做参数变换，设法只对 v 做变换将 I1 变为

正交参数系。将 ρ2 作为后两项的公因子提出，并配方，有

I1 =
2ρ2

ρ2 − 1
(dρ)2 + ρ2

(
2

1

ρ
√
ρ2 − 1

dρdv + (dv)2
)

=
2ρ2 − 1

ρ2 − 1
(dρ)2 + ρ2

(
1

ρ
√
ρ2 − 1

dρ+ dv

)2

令 dθ = 1

ρ
√

ρ2−1
dρ+ dv，即

θ = v +

∫
1

ρ
√
ρ2 − 1

dρ = v − arcsin
1

ρ

而

arcsin
1

ρ
= arcsin

1√
u2 + 1

=
π

2
− arctanu

最终可得保长对应 ρ =
√
u2 + 1, θ = arctanu+ v，和原先的计算一致。

特别需要注意的是，计算 Gauss 曲率只能给我们拼凑的方向，并不能完全确定地构

造出保长对应。对于例子6.7，保长映射之所以能构建成功，关键在于 dṽ = du
u2+1

+ dv，或

是 dθ = 1

ρ
√

ρ2−1
dρ + dv 有解，即一次微分式恰为全微分。换句话说，最终仍然是要求解

方程的，只是此时的方程已经简化了很多。

继续来看 Gauss 曲率在保长映射中的应用。

例 6.9. 平面和单位球面之间不存在保长映射。

很明显，平面的 Gauss 曲率为零。而单位球面的 Gauss 曲率可以有很多种不同的算

法：
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1. 直接选择最简单的参数方程 (cos θ cosϕ, cos θ sinϕ, sin θ)，计算第一、第二基本形式，

套用公式即得，这里不展开了。

2. 对单位球面方程 |r⃗|2 = 1 两边微分，得到 r⃗·dr⃗ = 0；再微分一次，得到 dr⃗·dr⃗+r⃗·d2r⃗ =
0。注意到对于单位球面而言 n⃗ 可以选为 r⃗，于是 dr⃗ · dr⃗ + n⃗ · d2r⃗ = 0，最终有第一

和第二基本形式的关系：I + II = 0，进而 K = 1。

3. 已经知道单位球面点点都是脐点，考虑相互正交的法截线，都是单位圆周。而我们

知道单位圆周的曲率 κr = 1 = κn，从而两个主曲率 κ1 = κ2 = 1。

总之，单位球面的 Gauss 曲率为 1。根据 Gauss 曲率在保长映射下的不变性，平面和单

位球面之间不存在保长映射。

例 6.10. 已知曲面 S 和 S̃ 的参数方程分别是

r⃗ =

(
au, bv,

1

2
(au2 + bv2)

)
⃗̃r =

(
ãũ, b̃ṽ,

1

2
(ãũ2 + b̃ṽ2)

)
其中，ab = ãb̃，但 (a2, b2) ̸= (ã2, b̃2) 且 (a2, b2) ̸= (b̃2, ã2((S和̃S a)G㄀ ˜a 2 +u2 (du2(ΓG~�GI

+

b

2 +v 2(d瘀�G1 ˜a 2̃
u2 (愀縀u2= (˜a ã⃗

2 ⃗⃗a~⃗a~I ˜b2
˜v 2)愀縀v�˜2 (I⃗I (I)�G−G⇒
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II2 :
ã√

1 + ũ2 + ṽ2
dũ2 +

b̃√
1 + ũ2 + ṽ2

dṽ2

于是

K1 =
1

ab(1 + u2 + v2)2
, K2 =

1

ãb̃(1 + ũ2 + ṽ2)2

然而当 ũ = u, ṽ = v 时，K1 = K2。因此不能以此说明不存在保长变换。

也就是对于这个问题，既不能穷举所有的参数变换来验证，也不能直接简单粗暴地

利用 Gauss 曲率作为不变量。换句话说，把不变量 Gauss 曲率，和保长变换的判定：度

量矩阵关于 Jacobi 矩阵合同两者结合起来才有希望。

具体来看，用反正法。假定存在保长变换

 ũ = ũ(u, v)

ṽ = ṽ(u, v)
，即

(
a2(1 + u2) abuv

abuv b2(1 + v2)

)
= J

(
ã2(1 + ũ2) ãb̃ũṽ

ãb̃ũṽ b̃2(1 + ṽ2)

)
JT

其中，J =

(
∂ũ
∂u

∂ṽ
∂u

∂ũ
∂v

∂ṽ
∂v

)
。

同时 Gauss 曲率作为保长映射的不变量，两曲面的 Gauss 曲率相等

1

ãb̃(1 + ũ2 + ṽ2)2
=

1

ab(1 + u2 + v2)2

即

ũ2 + ṽ2 = u2 + v2

希望能和之前的度量矩阵合同产生矛盾。此时直接看并无明显矛盾。为了贴近保长映射

判定条件中的 Jacobi 矩阵，对上式求导得
ũ
∂ũ

∂u
+ ṽ

∂ṽ

∂u
=u

ũ
∂ũ

∂v
+ ṽ

∂ṽ

∂v
=v

有些 Jacobi 矩阵的影子，但还是没有明显的矛盾。继续求导：

(
∂ũ

∂u
)2 + ũ

∂2ũ

∂u2
+ (

∂ṽ

∂u
)2 + ṽ

∂2ṽ

∂u2
=1

∂ũ

∂u

∂ũ

∂v
+ ũ

∂2ũ

∂u∂v
+ ṽ

∂2ṽ

∂u∂v
+
∂ṽ

∂u

∂ṽ

∂v
=0

(
∂ũ

∂v
)2 + ũ

∂2ũ

∂v2
+ (

∂ṽ

∂v
)2 + ṽ

∂2ṽ

∂v2
=1
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虽然右端简单了，左端却更复杂了。注意到这些等式都是在整个曲面上都成立的，而我

们要导出矛盾，只要在一点上就可以。取一个特殊的点，ũ = 0, ṽ = 0，则等式变为
(
∂ũ

∂u
)2 + (

∂ṽ

∂u
)2 =1

∂ũ

∂u

∂ũ

∂v
+
∂ṽ

∂u

∂ṽ

∂v
=0

(
∂ũ

∂v
)2 + (

∂ṽ

∂v
)2 =1

这意味着 ũ = 0, ṽ = 0 时 Jacobi 矩阵是一个正交矩阵，即

J =

(
∂ũ
∂u

∂ṽ
∂u

∂ũ
∂v

∂ṽ
∂v

)
=

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
更重要的一点，根据 ũ2 + ṽ2 = u2 + v2，当 ũ = 0, ṽ = 0 时，只能 u = 0, v = 0。从而，

(0, 0) 点处的保长变换，需要满足(
a2 0

0 b2

)
=

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)(
ã2 0

0 b̃2

)(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)

=

(
ã2 cos2 θ + b̃2 sin2 θ (ã2 − b̃2) sin θ cos θ
(b̃2 − ã2) sin θ cos θ ã2 sin2 θ + b̃2 cos2 θ

) (6.3)

分情况讨论，不难得到等式(6.3)不可能成立。进而反证中的假设不成立，例题得证。

最后我们稍微做一些补充，在验证等式(6.3)不成立的过程中，如果有好的高等代数

基础的话，完全不需要复杂的分类讨论。具体来看，在 (0, 0) 点处的保长变换满足：(
a2 0

0 b2

)
= J

(
ã2 0

0 b̃2

)
JT

同时我们已经计算过 (0, 0) 点处的 Jacobi 阵为正交矩阵，故有 J−1 = JT 。上式可变为(
a2 0

0 b2

)
= J

(
ã2 0

0 b̃2

)
J−1

这意味着

(
a2 0

0 b2

)
和

(
ã2 0

0 b̃2

)
相似。然而相似矩阵有着相同的特征值，故只能有

(a2, b2) = (ã2, b̃2) 或 (a2, b2) = (b̃2, ã2)，与题设矛盾。也就是说整个论证过程只需要知

道 Jacobi 矩阵为正交矩阵，不需要写出具体形式和分类讨论。

我们在后续的学习中，还会遇到很多 Gauss 曲率的应用，比如接下来可展曲面的研

究。
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本章注记

本章主要介绍的曲面之间的映射，是研究曲面，特别是曲面内蕴几何的重要工具。具

体而言，我们要用到两种映射。

一是 Gauss 映射。当然，严格地讲，我们使用更多的是它的切映射：Weingarten 映

射（相差一个负号）。表面上看，它可以作为联系曲面第一和第二基本形式的桥梁，但实

际求解主方向和主曲率的运算中，都是使用 Weingarten 映射更为简便。可见，相较于第

二基本形式，Weingarten 映射是描述曲面弯曲程度更好的选择，这也是一般子流形理论

中采用的方式。

二是保长映射。这一部分中我们要重点关注不变量 Gauss 曲率在研究保长映射中的

应用。

其中，Gauss 映射和 Weingarten 映射是研究曲面外在几何的，保长映射是用来研究

曲面的内蕴几何。



Chapter 7

可展曲面——利用现有工具研究曲面的典

型示例

7.1 可展曲面的引入

这一部分内容可视为之前 Gauss 定理，保长映射以及正交曲率线网等内容的应用。

具有一定的综合性，非常适合用来检验之前学习的效果。

7.1.1 直纹面

所谓直纹面，是指单参数直线族所形成的曲面1。根据直纹面的定义，可以导出直纹

面的参数方程：

r⃗(u, v) = a⃗(u) + vl⃗(u)

其中，曲线 a⃗(u) 称为直纹面的准线（它是 v = 0 时的 u-曲线），而 v-曲线（直线）称为

直纹面的直母线。

我们自然希望曲面的参数方程是正则的。此时

r⃗u(u, v) = a⃗′(u) + vl⃗′(u), r⃗v(u, v) = l⃗(u)

1解析几何课程中也会介绍直纹面，不过解析几何中所研究的直纹面局限于二次曲面的范畴，而我们现

在研究的直纹面不限于二次曲面。

183
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正则的充分必要条件是：

r⃗u × r⃗v = (⃗a′(u) + vl⃗′(u))× l⃗(u) ̸= 0⃗

这一条件不容易化简但是如果曲面正则，且 v = 0 在定义域中，则至少要求 a⃗′(u)× l⃗(u)

恒不为零。

我们还可以让直纹面的参数方程取得更特殊些。

• 可以要求方向向量 l⃗(u) 取单位向量。

• 可以让准线与方向向量 l⃗(u) 垂直。

第一步显然；来看第二步，假定已有 |⃗l(u)| = 1，直母线的方向向量显然是固定的，取

新的准线为：

ã(u) = a⃗(u) + λ(u)⃗l(u)

其中 λ(u) 是一个连续可微的函数。想办法取一个合适的 λ(u)，使得 ã′(u) · l⃗(u) = 0。此

时

ã′(u) = a⃗′(u) + λ′(u)⃗l(u) + λ(u)⃗l′(u)

则

ã′(u) · l⃗(u) = a⃗′(u) · l⃗(u) + λ′(u) = 0

有 λ′(u) = −a⃗′(u) · l⃗(u)，故

λ(u) = −
∫ u

u0

a⃗′(t) · l⃗(t)dt

我们需要注意的是

• 不用单位化 l⃗(u) 也可实现 l⃗(u) 与准线垂直，只是相应的积分换成了求解 λ(u)

的常微分方程，稍微复杂些。

• 特别的，如果已经将 l⃗(u) 单位化，同时让 l⃗(u) 与准线 a⃗(u) 垂直，而 r⃗u =

a⃗′(u) + vl⃗′(u), r⃗v = l⃗(u)，这意味着 (u, v) 构成了正交参数系。

• 由于单位化，特别是正交化并不适合研究所有类型的直纹面，所以不特别指

明的情况下，我们在最一般的情况下进行计算，初始直纹面方程不单位化也

不正交化。
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7.1.2 可展曲面的定义

我们先看几个直纹面的特殊例子。

• 柱面：l⃗(u) 有固定的方向，即 l⃗(u)× l⃗′(u) = 0⃗；

方程可简化为：r⃗(u, v) = a⃗(u) + vl⃗，其中 l⃗ 是常向量（当然，可以进一步取 l⃗ 为单

位常向量）。

• 锥面：所有直母线都通过一个定点，即存在函数 λ(u)，使得 a⃗(u) + λ(u)⃗l(u) = r⃗0，

也就是说准线可以退化为一点；

方程可简化为：r⃗(u, v) = a⃗+ vl⃗(u)，其中 a⃗ 是常向量。

• 切线面：是由曲线 a⃗(u) 的全部的切线形成的曲面。

方程可写为：r⃗(u, v) = a⃗(u) + va⃗′(u)1。

对于柱面和锥面，可以观察到平面与它们相切的切点集是整条直母线，换句话说即当

点沿着直母线运动时曲面的切平面是保持不变的。对于切线面我们通过直接计算切平面

的法向量：

r⃗u × r⃗v = (⃗a′(u) + va⃗′′(u))× a⃗′(u) = va⃗′′(u)× a⃗′(u)

显然其方向与 v 无关，故也满足切平面沿着直母线不变2。从而，我们引入

定义 7.1. 如果直纹面 S 的切平面沿每一条直母线都是不变的，则称该直纹面是可展曲

面。

已经知道柱面，锥面，切线面都是可展曲面。还有没有其他的可展曲面？这需要我们

先把直纹面成为可展曲面的条件写成显式的数学表达式。

命题 7.2. 设直纹面 S 的参数方程为 r⃗ = a⃗(u)+ vl⃗(u)，则它是可展曲面的充分必要条件为

(⃗a′(u), l⃗(u), l⃗′(u)) = 0

1切线面的参数方程在 v = 0 时并不正则。
2这三种直纹面仅仅是 v 直线上的切平面不变，u 曲线上的切平面是变化的
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证明. 先求出切平面的法向量。

b⃗(u, v) = r⃗u × r⃗v = (⃗a′(u) + vl⃗′(u))× l⃗(u)

切平面沿直母线不变，意味着 b⃗(u, v) 的方向不随 v 变化，即

∂b⃗

∂v
× b⃗ = 0⃗

于是计算

b⃗× ∂b⃗
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再来看一般情况，此时 l⃗(u)× l⃗′(u) ̸= 0⃗，但 l⃗(u)× l⃗′(u) · a⃗′(u) = 0，也就是两向量不

共线，三向量共面。从而

a⃗′(u) = α(u)⃗l(u) + β(u)⃗l′(u)

此时已经排除了柱面，我们反过来看什么时候能成为锥面，什么时候能成为切线面：

情形 1，要成为锥面，需要找到一条退化为单点的准线。令

b⃗(u) = a⃗(u) + λ(u)⃗l(u)

为新的准线。要退化为一点，需要 b⃗′(u) ≡ 0⃗，而

b⃗′(u) = a⃗′ + λ′(u)⃗l(u) + λ(u)⃗l′(u) = (α(u) + λ′(u))⃗l(u) + (β(u) + λ(u))⃗l′(u) (7.1)

于是 α(u) + λ′(u) = 0

β(u) + λ(u) = 0

方程有解当且仅当 α(u) = β′(u)，此时可取 λ(u) = −β(u)。
情形 2，要成为切线面，需要找到一条新的准线 b⃗(u)，使得 b⃗′(u) ∥ l⃗(u)。再来观察

(7.1) 式，这意味着 α(u) + λ′(u) ̸= 0

β(u) + λ(u) = 0

方程有解当且仅当 α(u) ̸= β′(u)，此时依然可取 λ(u) = −β(u)。
换言之，在一般情形下，可以直接取 λ(u) = −β(u)，要么得到锥面，要么得到切线

面。至此包含了所有的情况。

7.2.2 可展曲面的应用

我们在5.3.1小节中引入了曲率线的定义。按照定义，要想判断一条曲线是否为曲率

线，需要先求出曲面的 Weingarten 映射 W，再求其特征方向，最后和曲线的切方向对

照，运算非常复杂。我们希望能够找到更几何、更简洁地判定曲线成为曲率线的条件。设

曲面 S : r⃗(u, v) 上的一条曲线 C 由

u = u(t), v = v(t)
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给出，即 C 的参数方程为：r⃗(u(t), v(t))。由定义，曲线为曲率线意味着满足：

W

(
dr⃗(u(t), v(t))

dt

)
= λ

dr⃗(u(t), v(t))
dt

而由 Weingarten 映射和 Gauss 映射切映射的关系可知

W

(
dr⃗(u(t), v(t))

dt

)
= −dn⃗(u(t), v(t))

dt

于是得到了曲率线的判别准则：Rodriques 定理，

定理 7.4. 曲面 S : r⃗(u, v) 上的一条曲线 C : u = u(t), v = v(t) 是曲率线的充分必要条件

是：曲面 S 沿曲线 C 的单位法向量场 n⃗(u(t), v(t)) 沿曲线 C 的导数与曲线 C 相切，即

dn⃗(u(t), v(t))
dt

∥ dr⃗(u(t), v(t))
dt

这一判别法则使用起来依然不太直观，结合可展曲面的性质，我们有

推论 7.5. 曲面 S 上的曲线 C 是曲率线的充分必要条件是：曲面 S 沿曲线 C 的法线构成

一个可展曲面。

证明. 设曲面上曲线 C 的方程为 r⃗(t)，对应曲面的单位法向量为 n⃗(t)。此时直纹面的方

程为

r̃(t, s) = r⃗(t) + sn⃗(t)

已知可展曲面的充要条件为 (⃗a′(u), l⃗(u), l⃗′(u)) = 0，故沿曲线 C 的法线构成的直纹面可

展的充分必要条件为

(r⃗′(t), n⃗(t), n⃗′(t)) = 0

即

(r⃗′(t)× n⃗′(t)) · n⃗(t) = 0

注意到 r⃗′(t) 和 n⃗′(t) 均与 n⃗(t) 垂直，故 r⃗′(t)×n⃗′(t) 与 n⃗(t) 共线，因此必有 r⃗′(t)×n⃗′(t) = 0⃗。

再由 Rodriques 定理，得到曲线 C 为曲率线。反之亦成立。

通过上述推论来判断曲线是否为曲率线比 Rodriques 定理更实用，是因为

• 通过可展曲面判定曲率线定理中法向量并不一定要取单位法向量。几何上看，法线

构成的直纹面是否可展，与法向量的大小无关。
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• 因为可展曲面只有三种，只需要判断所得直纹面是否为柱面，锥面，切线面三种曲

面中的一种即可，并不需要计算混合积。

例 7.6. 求旋转面上的曲率线。

证明. 不失一般性，设经线为 u-曲线，纬线为 v-曲线。先来看经线，经线是落在过对称

轴的半平面 π 中的平面曲线。我们希望说明旋转面的法向量 n⃗ 也落在 π 中，这样经线上

的曲面法线构成的直纹面就是平面，自然可展。

因为纬圆所在的平面与对称轴垂直，故对称轴与半径 r⃗，以及纬圆的切向量 r⃗v 都垂

直，同时纬圆的切向量 r⃗v 自然与半径 r⃗ 垂直。换言之，切向量 r⃗v 与对称轴和半径 r⃗ 都

垂直，从而垂直与半平面 π。此时旋转面的法向量 n⃗，自然也要和 r⃗v 垂直，故必然落在

半平面 π 内。得证。

再来看纬线。之前已经说明旋转面的法向量 n⃗ 落在半平面 π 中，而随着半平面绕对

称轴旋转，n⃗ 与旋转面垂直的关系并不会改变。因此，纬圆上的曲面法线构成的直纹面，

就是由半平面中的一条直线绕对称轴旋转一周得到的，也就是圆锥面，同样可展。

这也就意味着，旋转面上的经线和纬线构成了正交曲率线网。回忆，之前计算过旋

转面 (u cos v, u sin v, f(u)) 的第一和第二基本形式：

I = (1 + f ′2(u))(du)2 + u2(dv)2

II =
f ′′(u)√
1 + f ′2(u)

(du)2 +
uf ′(u)√
1 + f ′2(u)

(dv)2

都没有交叉项，这和经线和纬线构成了正交曲率线网相吻合。

7.2.3 可展曲面和保长映射的关联

从实际生活的角度来看柱面和锥面，可以用一张纸不费力地做成。也就是可以展开

成一个平面。显然，在展开的过程中，曲线的长度都是保持不变的（夹角也保持不变）。

定理 7.7. 可展曲面在局部上可以和平面建立保长对应。反之，能局部和平面建立保长对

应的无脐点的曲面一定是可展曲面。
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先证明定理的前半部分。基本思路：已经知道直纹面的第一基本形式

I = |⃗a′(u) + vl⃗′(u)|2du2 + 2(⃗a′(u) + vl⃗′(u)) · l⃗(u)dudv + |⃗l(u)|dv2

这需要在可展的条件下，选取合适的参数系，把上述第一基本形式化为平面上标准的第

一基本形式

IE2 = dx2 + dy2 (7.2)

因为可展曲面只有柱面，锥面和切线面三种类型，只要分情况讨论就可以了。

一般直纹面的第一基本形式太复杂。在讨论柱面和锥面的情形时，简单起见，我们

不妨假设 l⃗(u) 已经单位化，且和 a⃗′(u) 垂直。于是

I = |⃗a′(u) + vl⃗′(u)|2du2 + dv2

先来看柱面：r⃗ = a⃗(u) + vl⃗。此时

I = |⃗a′(u)|2du2 + dv2

对比平面的第一基本形式 (7.2)，直接令 ds = |⃗a′(u)|du，可解得

s(u) =

∫
|⃗a′(u)|du

有

I = ds2 + dv2

意味着柱面可以和平面建立保长映射

 x = s(u)

y = v
。

这样的参数变换几何意义也很明确。对于准线 a⃗(u)，s(u) =
∫
|⃗a′(u)|du 是它的弧长，

而 x = s(u) 意味着把准线 a⃗(u) 在保持弧长的前提下拉成一条直线，进而整个柱面展开

成平面。

再来看锥面：r⃗ = a⃗+ vl⃗(u)。此时

I = v2 |⃗l′(u)|2du2 + dv2

这时不能直接令 ds = v|⃗l′(u)|du，因为 v|⃗l′(u)|du 的系数中既有 v，也有 u 的函数，并非

全微分。退而求其次，令 ds = |⃗l′(u)|du，此时第一基本形式变为

I = v2(ds)2 + (dv)2
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如果对极坐标熟悉的话，可以猜出来这就是极坐标下平面第一基本形式的表达式1。也确

实如此，令 x = v cos s, y = v sin s，于是有

dx = cos sdv − v sin sds

dy = sin sdv + v cos sds

进而

(dx)2 + (dy)2 = v2(ds)2 + (dv)2

也就是锥面也可以平面建立保长映射。

这一过程的几何意义也很明确，首先取一条新的准线

b⃗(u) = a⃗+ l⃗(u)

即到顶点 a⃗ 距离为 1 的点的集合，抑或理解为空间中以 a⃗ 为球心的单位球面和锥面的交

线。其次，令 ds = |⃗l′(u)|du，是将曲线 b⃗(u) 的参数换成弧长参数。最后，由极坐标改写

为欧氏坐标，相当于把准线 b⃗(u) 限制在单位球面上，拉“直”成大圆的一部分。这样原

来的锥面就会展开为过球心的平面。

最后来看切线面，我们先化简切线面的参数方程。不妨假设曲线 a⃗(s) 以弧长为参数，

于是切线面方程为

r⃗(s, t) = a⃗(s) + t⃗a′(s) = a⃗(s) + tα⃗(s)

想要计算它的第一基本形式，自然会想到运用 Frenet 运动公式

r⃗s = α⃗(s) + tκ(s)β⃗(s), r⃗t = α⃗(s)

于是

I = (1 + t2κ2)ds2 + 2dsdt+ dt2

这一形式很难通过配方的办法化成标准型，但是仔细观察可以发现，表达式当中不含有

曲线的挠率 τ。换言之，只要弧长和曲率相同，任何一条曲线的切线面的第一基本形式都

是一样的，相互之间可以通过令 s = s, t = t 建立保长映射。自然会考虑当中最特殊的曲

线，有相同弧长和曲率的平面曲线，它的切线面是平面的一部分。

几何上，相当于把弧长 s，曲率 κ(s)，挠率 τ(s) 的空间曲线，压平到弧长 s，曲率

κ(s) 的平面曲线，进而切线面也压成平面的一部分。

1比如，这一第一基本形式对应的面积元为 vdsdv，和平面极坐标系下的面积元一致，据此可以猜测。如

果确实猜不出来，也可以代入待定的参数变换求解偏微分方程，参见附录H。
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至此定理得证。需要注意的是切线面的证明和前两种直纹面有显著的不同：前两种

直纹面到平面的保长映射是通过坐标显示表达出的。有兴趣的同学可以思考下，如何显

示地把从切线面参数 (s, t) 到平面参数 (x, y) 的函数关系写出来1。

从这三种情形的证明过程中，我们可以看出各种可展曲面展开成平面的过程。进而

可以总结出“沿直母线的切平面不变，会导致曲面可展”的原因是：v 方向上的切平面是

固定的一个平面，不会对展开形成障碍；我们只要将某条准线，展平成一条平面曲线即可

（柱面中是展平为一条直线，锥面中是展平为圆弧，切线面中是展平为特定曲率的平面曲

线）。

现在开始证后半部分：无脐点的曲面 S 若能和平面建立保长对应，则 S 必然可展。

注意到能和平面建立保长映射的曲面 Gauss 曲率必然恒为零2，我们只要说明无脐点且

Gauss 曲率为零也可以反过来推出曲面可展即可。如下图：

和平面建立保长对应
ks

%-

曲面可展

K = 0

?
4<

换言之，定理后半部分的证明归结为如下的命题

命题 7.8. 空间 E3 中的一块无脐点的 Gauss 曲率为零的曲面 S 一定是可展曲面。

要证一个曲面是可展曲面，实际上是要证：曲面首先是一个直纹面；其次当点沿着

直母线运动时曲面的切平面（法向量）是保持不变的。

首先，要证是直纹面，就要在曲面上找到一族直线。观察条件，已知 Gauss 曲率为

零。如何利用 Gauss 曲率为零找到曲面上的直线就成了整个证明最关键的步骤。为此，我

们需要明晰 Gauss 曲率几何含义。已知 K = κ1κ2，由于 K = 0，不妨设 κ2 = 0。κ2 是

主曲率，也就是特殊的一个法曲率。而法曲率完全等同于法截线的相对曲率，也就是说

曲面上过 κ2 对应的主方向的法截线，其相对曲率为零。“几何直观上”，只要我们能找到

一条曲线处处与主方向相切，也就能找到一条“曲率为零的直线”。

注意到处处与主方向相切的曲线就是曲率线，但是并不能直接通过上述几何直观断

言这样的曲率线的曲率为零，因为曲率线一般并非平面曲线，而法截线是平面曲线，每

一点处的法截线并不相同，无法拼成整体的曲率线。

1提示：从平面曲线的存在唯一性及其显式表达式着手。
2Gauss 曲率是保长映射的不变量
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我们只能通过具体计算来直接证明这样的曲率线为直线。为了计算简单，我们选取

正交曲率线网（因为无脐点，保证可以取到），此时，v-曲线对应 κ2 = 0 的曲率线，我们

试图说明 v-曲线为直线。也就是

r⃗vv × r⃗v ≡ 0⃗

而根据曲面上自然标架的运动公式

r⃗vv = Γ1
22r⃗u + Γ2

22r⃗v + b22n⃗

于是

r⃗vv × r⃗v = Γ1
22r⃗u × r⃗v + b22n⃗× r⃗v

注意到 r⃗u × r⃗v ̸= 0⃗，⃗n× r⃗v ̸= 0⃗，且不共线（更确切地讲，相互垂直），这意味需要说明Γ1
22

和 b22 均为零。

在正交曲率线网下，我们已经计算过：κ1 =
L
E

，κ2 =
N
G

，故 b22 = N = 0。再根据正

交参数系下的表达式，有

Γ1
22 =

1

EG− F 2
(G
∂F

∂v
− G

2

∂G

∂u
− F

2

∂G

∂v
) = − 1

2E

∂G

∂u

只靠条件 κ2 = 0 并无法得出 Γ1
22 = 0，我们还需要曲面的固有限制条件：Gauss-Codazzi

方程。之前已经得到正交曲率参数系下的表达式 (5.17)(5.18)，在当前研究的问题中，已

知 κ2 = 0，故 N = 0，因此整个方程变形为：

−
√
EG

(
(
(
√
E)v√
G

)v + (
(
√
G)u√
E

)u

)
= 0

∂L

∂v
=H

∂E

∂v

0 =H
∂G

∂u

有了这些准备工作，我们再来看：

Γ1
22 = − 1

2E

∂G

∂u

非常重要的一个条件：无脐点。κ1, κ2 不能同时为零，故 H ̸= 0。从而由 Codazzi 方程可

知 ∂G
∂u

= 0，即 Γ1
22 = 0。曲面为直纹面。
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继续说明直纹面为可展曲面，需要正面单位法向量 n⃗ 沿 v-曲线是不变的，即 n⃗v ≡ 0⃗。

最直接最自然的想法是：利用运动公式

∂n⃗

∂v
= −b12r⃗u − b22r⃗v

但是在正交曲率线网下， (
b11 b21

b12 b22

)
=

(
L
E

0

0 N
G

)
而 N 已经知道为零。

实际上，并不需要使用运动公式。注意到

n⃗v · r⃗u = −M = 0, n⃗v · r⃗v = −N = 0, n⃗v · n⃗ = 0

也可以更简便地得到 n⃗v ≡ 0⃗。

这样，我们就证明了命题7.8。特别需要注意的是命题的证明过程中有两个地方要用

到无脐点这一条件：

• 正交曲率线网的存在性；

• 导出 H ̸= 0，进而之前的系数为零。

实际上，如果没有无脐点这一条件作为保障，命题7.8不成立，反例参见 [15]或 [16]。

最终也完成了定理7.7的证明。证明过程相对而言比较复杂，我们在这里再简单梳理一

下：定理7.7证明的关键是命题7.8，命题7.8证明的核心是考虑曲面的曲率线，以及 Gauss-
Codazzi 方程。实际上，命题7.8有着更本质，更简洁的偏微分方程视角的证明，感兴趣的

同学可以阅读7.3.1小节的内容。

最后注意到：可展曲面，和平面建立保长映射，Gauss 曲率为零这三者中，可展曲面

是曲面的外在几何，而保长映射，Gauss 曲率属于曲面的内蕴几何范畴。当我们把注意力

集中在内蕴几何上，很容易得到保长映射和 Gauss 曲率的关系：

推论 7.9. 空间 E3 中的一块无脐点的曲面 S 能够和一块平面建立保长对应的充分必要条

件是它的 Gauss 曲率为零。

但是无脐点关系到 Weingarten 映射，是个外在几何限制条件，加在一个内蕴几何的

关系上很不自然。换句话说，采用曲率线这一外在几何视角来证明两个内蕴几何对象之

间的关系，本来就是不自然的。我们在第八章中，会采用测地线这一内蕴几何的工具，来

重新证明和平面建立保长对应等价于 Gauss 曲率为零，完全不需要无脐点这一条件。
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7.3 Monge-Ampère 方程在研究零 Gauss 曲率曲面中的应用

我们在7.2.3小节中证明了 E3 中没有脐点的 Gauss 曲率为零的曲面一定是可展曲面。

其中最核心的想法是找到曲面的主曲率为零方向上的曲率线，然后再证明这样的曲率线

一定是直线；然后再说明这样的直纹面一定可展。虽然证明的主线非常的清晰，但是总

体而言证明的过程还是比较复杂。

我们早就知道，曲面局部都可以写成 Monge 形式 (x, y, u(x, y))，而在第三章中，也已

经知道 Gauss 曲率为零等价于函数 u(x, y) 满足退化齐次 Monge-Ampère 方程 uxxuyy −
(uxy)

2 = 0。我们自然想到，能不能通过直接求解出这一特殊的 Monge-Ampère 方程，来

断定曲面 (x, y, u(x, y)) 一定是可展曲面？

为此，我们先做一些准备工作。我们现在来看一般的二元 Monge-Ampère 方程

uxxuyy − (uxy)
2 = f(ux, uy, u)

的类型。考虑最高阶的偏导项

M(u) = uxxuyy − (uxy)
2

由于非线性，我们把 M 视为函数空间上的算子，进行线性化：

M(u+ tϕ) =(u+ tϕ)xx(u+ tϕ)yy − ((u+ tϕ)xy)
2

=(uxx + tϕxx)(uyy + tϕyy)− (uxy + tϕxy)
2

=uxxuyy − (uxy)
2 + t(uyyϕxx − 2uxyϕxy + uxxϕyy) + t2(ϕxxϕyy − (ϕxy)

2)

于是

L(ϕ)|u = lim
t→0

M(u+ tϕ)−M(u)

t
= uyyϕxx − 2uxyϕxy + uxxϕyy

此时，L(ϕ)|u 对应的矩阵为

(
uyy −uxy

−uxy uxx

)
。注意到

∣∣∣∣∣ uyy −uxy

−uxy uxx

∣∣∣∣∣ = uxxuyy − (uxy)
2 =

f(ux, uy, u)，所以

1. f(ux, uy, u) > 0 时，为椭圆型；

2. f(ux, uy, u) < 0 时，为双曲型；

3. f(ux, uy, u) = 0 时，为抛物型或者完全退化。



196 第七章 可展曲面——利用现有工具研究曲面的典型示例

对于退化齐次 Monge-Ampère 方程 uxxuyy − (uxy)
2 = 0 而言，在一些点处是抛物的，一

些点处是完全退化的。

如果某点处的 Monge-Ampère 方程是完全退化的，这意味着 uxx = uxy = uyy = 0。

于是在该点处曲面的第二基本形式 II = 0，该点为曲面的脐点（更精确些，平点）。为了

能更方便地求解退化齐次 Monge-Ampère 方程，我们还需要添加一些条件，即假定方程

在所有点处都是抛物的，或者等价的，矩阵

(
uxx uxy

uxy uyy

)
的秩恒为 1。几何上看，相当于

假定 Gauss 曲率为零的曲面上没有脐点。接下来我们在这一前提条件下，来求解退化齐

次 Monge-Ampère 方程。

*7.3.1 特征线法求解退化齐次 Monge-Ampère 方程

对于矩阵

(
uxx uxy

uxy uyy

)
，简记为 Hess(u)。基本思路为考虑矩阵 Hess(u) 相应于特征

值 0 的特征向量，不同点处的特征向量构成 R2 上的向量场，沿着这些特征向量场存在

积分曲线，并试图说明这些积分曲线均为直线。

首先我们注意到，向量场的积分曲线作为几何对象，只和每点向量的方向相关，和

向量的大小无关（向量的大小仅仅影响如何参数化）。也就是理论上我们可以从 Hess(u)

的一维零化空间中任选一个向量作为特征向量。但是，为了能够显式计算，我们需要选

取最简单的特征向量。

注意到Hess(u) 矩阵的秩恒为 1，不妨假定矩阵的第二行不全为零，于是向量 (uyy,−uxy

非零，且 (
uyy −uxy

)(uxx uxy

uxy uyy

)
=
(
0 0

)
即 (uyy,−uxy) 是矩阵 Hess(u) 特征值 0 的特征向量。同时注意到这里的 uyy 和 −uxy，恰

为矩阵第一行元素的代数余子式。为了后续叙述简洁，我们记矩阵 Hess(u) 第 i 行，第

j 列元素的代数余子式为 Aij，则每点处的特征方向为 (A11, A12)。根据第五章的讨论，向

量场 (A11, A12) 有积分曲线族 (x(t), y(t))，即
dx
dt

=A11

dy
dt

=A12
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为了说明曲线 (x(t), y(t)) 为直线，最直接的方法无非是继续对 (x(t), y(t)) 求二阶导数，

有

d2

dt2
(
x(t) y(t)

)
=

d
dt

(
A11 A12

)
=

d
dt

(
uyy −uxy

)
进而根据复合函数求导的链式法则求出二阶导数，再通过简单粗暴地计算平面曲线 (x(t), y(t))

的相对曲率为零来说明曲线 (x(t), y(t)) 为一条直线。不过，我们希望我们的方法更具一般

性，可以推广到更一般的维数，所以换一个视角，希望说明
(
A11 A12

)
和 d

dt

(
A11 A12

)
共线。

具体来看，根据代数余子式的性质，有 Hess(u) 的第二行行向量 (uxy, uyy) 一定和(
A11 A12

)
垂直。接下来考察 d

dt

(
A11 A12

)
和 (uxy, uyy) 是否垂直。计算两者的内积

(
d
dt

(
A11 A12

))(uxy

uyy

)
=

d
dt

((
A11 A12

)(uxy

uyy

))
−
(
A11 A12

)( duxy

dt
duyy

dt

)

这里等式右端第一个被求导的式子
(
A11 A12

)(uxy

uyy

)
已经知道恒为零，而

duxy

dt
= uxyx

dx
dt

+ uxyy
dy
dt

=
(
uxyx uxyy

)(A11

A12

)

duyy

dt
= uyyx

dx
dt

+ uyyy
dy
dt

=
(
uyyx uyyy

)(A11

A12

)

即 (
duxy

dt
duyy

dt

)
=

(
uxyx uxyy

uyyx uyyy

)(
A11

A12

)

注意到曲面三次以上连续可微，故求导次序可交换

(
uxyx uxyy

uyyx uyyy

)
=

(
uxxy uxyy

uxyy uyyy

)
=

∂

∂y

(
uxx uxy

uxy uyy

)
=
∂Hess(u)

∂y
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从而 (
A11 A12

)( duxy

dt
duyy

dt

)

=
(
A11 A12

) ∂Hess(u)
∂y

(
A11

A12

)

=
(
A11 A12

) ∂

∂y

(
Hess(u)

(
A11

A12

))
−
((
A11 A12

)
Hess(u)

) ∂

∂y

(
A11

A12

)

但是不论 Hess(u)

(
A11

A12

)
或是

(
A11 A12

)
Hess(u) 均恒为零。综合可知行向量 (uxy, uyy)

一定和
(
A11 A12

)
， d

dt

(
A11 A12

)
均垂直，从而

(
A11 A12

)
， d

dt

(
A11 A12

)
两向量函

数共线。进而
(
A11 A12

)
方向不变，对应的积分曲线 (x(t), y(t)) 为直线。

我们说明积分曲线在 R3 中的像 (x(t), y(t), u(x(t), y(t))) 也是直线。首先，根据
dx
dt

=A11

dy
dt

=A12

由行列式按行展开的性质

dux

dt
= uxx

dx
dt

+ uxy
dy
dt

= uxxA11 + uxyA12 = 0

duy

dt
= uyx

dx
dt

+ uyy
dy
dt

= uxyA11 + uyyA12 = 0

即 ux, uy 沿直线不变。其次，因为 (x(t), y(t)) 是直线，不妨设 ( dx
dt
, dy
dt
) = λ(x, y)(a, b)，于

是
du
dt

= ux
dx
dt

+ uy
dy
dt

= λ(aux + buy)

(
dx
dt
,
dy
dt
,
du
dt

) = λ(a, b, aux + buy)

而之前已经说明 ux, uy 沿积分曲线为常数，故这说明 (x(t), y(t), u(x(t), y(t))) 的切向量方

向不变，(x(t), y(t), u(x(t), y(t))) 也是一条直线。

最后，我们知道局部上 xOy 平面上的积分曲线覆盖了某点的小邻域，这就说明了曲

面 (x, y, u(x, y)) 局部上一定是直纹面。同时，R2 上非零向量场的积分直线族，局部一定

可以分为三种情况
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1. 所有直线都平行；

2. 所有直线都交于一点；

3. 这族直线都和某一条直线相交，交点不重合，且斜率严格单调。

前两种情况自然对应柱面和锥面。最后一种情况我们可以证明这样的一族直线一定存在

包络曲线，换句话，这族直线都是包络曲线的切线；进而 R3 中曲面就是这条包络曲线在

u(x, y) 下像曲线的切线面。关于包络曲线和包络曲面，我们在下一节中会详细介绍。

这样，通过求解 Monge-Ampère 方程，我们用另外一种方法证明了没有脐点的 Gauss
曲率为零的曲面必然为可展曲面。

读者很容易发现，我们这里的特征线法，和之前所用的曲率线方法，本质上是相同

的。这里的特征曲线，和之前的曲率线，都是零特征值对应特征向量的积分曲线。只不过

一个是在空间中的曲面上考虑积分曲线——曲率线，一个是在 R2 上考虑积分曲线——

特征线；曲面上的 Gauss-Codazzi 方程，就相当于 R2 上求偏导次序可交换。或者直观地

讲，特征线法，相当于把 E3 中内蕴平坦，但外在非平直的曲面投影到完全平直的 R2 上

再来求解，自然要更简单一些，不需要复杂的概念；同时也更本质，比如我们可以从特征

线法很容易地看出为什么可展曲面局部只有三种类型。

特征线法最大的好处，其实在于在矩阵 Hess(u) 常秩的前提下，可以很容易地推广

到多变量的退化齐次 Monge-Ampère 方程的研究中。当然，也可以用更高级的黎曼几何

的观点来研究退化齐次 Monge-Ampère 方程的叶状结构，参见 [17]。

7.4 曲线和曲面的包络

包络这个概念不但在几何的研究中非常重要，在偏微分方程，等领域也有非常重要

的作用。我们在这里介绍它，最主要的目的是利用它来更好地研究可展曲面。

*7.4.1 平面和空间曲线族的包络线

我们先来讨论最简单的平面曲线族的包络。

定义 7.10. 假设平面上有一族连续可微的单参数曲线族，记作 {Cα}，如果有另外一条平

面曲线 C，使得 C 上的每一点都落在某个曲线 Cα 上，且曲线 C 和 Cα 在该点处有相同
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的切线；反过来，{Cα} 中的每一条曲线，都和 C 有一个公共点，在这一点有相同的切

线。那么曲线 C 就称为单参数曲线族 {Cα} 的包络。

需要注意的是，我们这里默认包络曲线 C 上的不同点，落在不同的曲线 Cα 上。显

然，并非所有的单参数曲线族都有包络，比如一族平行的直线，或者经过固定点的直线

族就不存在包络。

假定这一族曲线由隐式方程 F (x, y, α) 决定，这里 F 关于各个自变量连续可微。现

在我们试着求出包络曲线 C 的方程。假设包络 C 存在，参数方程为 (x(t), y(t))。根据包

络定义，对于点 (x(t), y(t))，必然有 α(t) = α(x(t), y(t))，使得

F (x(t), y(t), α(t)) = 0

接下来我们求曲线 F (x, y, α(t)) = 0 的切向量，也是常用的方法，假设参数方程为 (x(s), y(s))，

则有

F (x(s), y(s), α(t)) ≡ 0

对 s 求导，有
∂F

∂x

dx
ds

+
∂F

∂y

dy
ds

= 0

由于在该点有共线的切向量，因此

∂F

∂x

dx
dt

+
∂F

∂y

dy
dt

= 0

所以理论上，包络曲线满足的方程为
F (x(t), y(t), α(t)) = 0 (7.3)
∂F

∂x

dx
dt

+
∂F

∂y

dy
dt

= 0 (7.4)

但是这一方程组非常难求解，需要进一步化简。注意掉(7.3)式恒成立，我们可以对它关

于 t 求导数，有
∂F

∂x

dx
dt

+
∂F

∂y

dy
dt

+
∂F

∂α

dα
dt

≡ 0

结合(7.4)式，有 ∂F
∂α

dα
dt

= 0。由于我们已经假定了随着 t 的变化，α 也要随之变化，故 dα
dt

最多只能有孤立零点，从而根据 F 的连续可微性，必有 ∂F
∂α

= 0。最终包络线满足的方程

为  F (x, y, α) =0

∂F

∂α
(x, y, α) =0
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再将上述方程组中的参数 α 消去，就可以得到曲线的一个隐式方程 Φ(x, y) = 0。如果该

隐式方程所决定的曲线，确实是正则的，则该曲线就是连续可微单参数曲线族的包络线。

在上述讨论过程中，我们用的是曲线的隐式方程。也可以使用曲线的参数方程，假定连

续可微的单参数曲线族可以表示为 (f(t, α), g(t, α))。设包络曲线的参数方程为 (f(s, α(s)), g(s, α(s))),
其切向量为

(
∂f

∂s
+
∂f

∂α

∂α

∂s
,
∂g

∂s
+
∂f

∂α

∂α

∂s
)

且它与 (∂f
∂t
, ∂g

∂t
) 共线。由于我们假设了 t 与 s 有连续可微的依赖关系，意味着 (∂f

∂t
, ∂g

∂t
) 与

( ∂f
∂α
, ∂g

∂α
) 共线，

∂f

∂t

∂g

∂α
− ∂g

∂t

∂f

∂α
= 0

这是一个关于 t 和 α 的方程，可以通过反解这一隐式方程把 α 写为 t 的函数，不妨记为

α(t)，此时得到参数曲线 (x(t, α(t)), y(t, α(t)))，如果正则的话，即为包络线。

实际上，在一些特定的情况下，包络线也和积分曲线有深刻的关系。假定 D 是平面

上的一个区域，D 上的每一点，都有曲线族 {Cα} 中唯一的一条曲线经过，也就区域 D

被曲线族不重叠地覆盖，或者用更严格的术语来表述：曲线族 {Cα} 构成区域 D 的叶状

结构（foliation）。这些曲线族的切向量，就构成了区域 D 上的切向量场；反过来，曲线

族 {Cα} 也由这一向量场的积分曲线构成。

而我们要找的曲线族 {Cα} 的包络线，一方面要求和这些叶状结构都相切，自然也是

向量场的积分曲线；另一方面，要求和每条叶状结构都有相切的点，也就是不能是原有

的某个叶状结构。

同时，我们也知道，非退化的向量场，过一点的积分曲线是唯一的。也就是说在区域

D 的内部，积分曲线唯一，只能是原有的叶状结构。换言之，包络曲线只有可能出现在

区域 D 的边界上。从这个角度来看，更容易看出，平行直线族，其向量场存在的区域是
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后续我们也会看到，一些特定的空间曲线族，依然有很大的几率找到它们的包络。比如空

间曲线的切线族（整体形成切线面），其包络线就是空间曲线自身。此外，我们在2.4.1小

节中提到过曲线的渐屈线，它就是曲线法线族的包络。

*7.4.2 空间中曲面族的包络面

最后，我们来讨论空间中的单参数连续可微曲面族的包络面。

定义 7.11. 假设空间中有一族连续可微的单参数曲面族，记作 {Sα}，如果有另外一张曲

面 S，使得 S 上的每一点都落在某个曲面 Sα 上，且曲面 S 和 Sα 在该点处有相同的切

平面；反过来，{Sα} 中的每一张曲面，都和 S 有一个公共点，在这一点有相同的切平面。

那么曲面 S 就称为单参数曲面族 {Sα} 的包络。

假定连续可微的单参数曲面族由隐式方程 F (x, y, z, α) 给出，和平面曲线的包络求解

相仿，包络面上的点满足方程  F (x, y, z, α) =0

∂F

∂α
(x, y, z, α) =0

(7.6)

具体过程我们这里就不再重复了。此时，将上述方程组中的 α消去，得到隐式方程 Φ(x, y, z) =

0。这一方程所决定的曲面称为判别曲面。如果判别曲面是正则的，则它即是包络面。

我们现在返回空间曲线族的包络面。因为空间曲线族还可以表示为F (x, y, z, α) =0

G(x, y, z, α) =0

类似地讨论，不难得到空间曲线族的包络线满足的方程为

F (x, y, z, α) =0

G(x, y, z, α) =0

∂F

∂α
(x, y, z, α) =0

∂G

∂α
(x, y, z, α) =0

(7.7)

和(7.5)式一样，是个超定的方程组。
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在方程(7.6)中，直接固定 α，则可以得到一条曲线，这条曲线称为判别曲面的特征

线。判别曲面上的点 (x, y, z) 必然落在某条特征线上，换言之，整个判别曲面可以看作由

这样的一族特征线生成的。

现在，我们把方程组(7.6)决定的一族特征线视为单参数曲线族，根据(7.7)式，特征线

族的包络线，也就是所谓的包络面的脊线，满足方程
F (x, y, z, α) =0

∂F

∂α
(x, y, z, α) =0

∂2F

∂α2
(x, y, z, α) =0

注意这里只有三个方程，并不是超定的方程组，很多情况下可以求解出。

包络面和可展曲面有着密切的关系。对比两者的定义，不难发现

• 所谓可展曲面，就是单参数平面族的包络面；反之亦然。

• 可展曲面的直母线，就是可展曲面作为包络面的特征线。

• 当我们把可展曲面看作包络面时，柱面和锥面都没有脊线，切线面的脊线就

是空间曲线自身。

例 7.12. 求单参数平面族

x cosα + y sinα− z sinα = 1

的包络。

解. 令

F (x, y, z, α) = x cosα + y sinα− z sinα− 1

则

Fα(x, y, z, α) = −x sinα + y cosα− z cosα

联立有  x cosα + y sinα− z sinα =1

−x sinα + y cosα− z cosα =0
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两式左右平方后相加，可得

x2 + (y − z)2 = 1

这是椭圆柱面。当然也是直纹面，和我们之前的一般判断相吻合。
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本章注记

可展曲面在曲面论中有着非常重要的理论地位，故而我们把它抽取出来作为单独的

一章。这一章的内容比较特别，是我们整本讲义中，第一次“实战”，也就是利用各种已

有的工具研究一种特殊的几何对象。类似地位的章节之后还有第十章和第十一章。

本章实际上是从三个不同的视角来研究可展曲面的。

第一种视角就是最经典的微分几何的视角，使用曲面上的曲线（曲率线）和曲面间

的映射（保长映射）来研究可展曲面。而且通过这一过程，我们可以深化对曲面上的曲线
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Chapter 8

曲面上的曲线 2——测地线

第四章的最后我们已经开宗明义，要进入内蕴几何的研究中。既然是内蕴几何，就不能

涉及曲面的第二基本形式，也就是说不能直接地拿曲面的方程 r⃗(u, v) 过来研究，只能抽

象地从一个微分形式 E(du)2 + 2Fdudv +G(dv)2 出发。

没有参数方程怎么办？ 我们必须开发其他的研究内蕴几何的工具。就像平面解析几

何和空间解析几何，本质上都是以直线为工具来研究曲线和曲面。我们自然希望，能够

在一般的曲面上也找到一类几何对象，类似于平面和空间中的直线，这就是所谓的——

测地线。

测地线是曲面上非常特殊的一类曲线。为了引入测地线，我们需要先对曲面上一般
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8.1.1 曲面上曲线的 Darboux 标架场

要研究空间曲线 C，我们依然需要空间曲线 C 上的标架场。在第二章时，我们建立

了曲线上的 Frenet 标架，当时是把空间曲线作为孤立的对象来研究；现在曲线是落在曲

面上，我们需要利用曲线来探讨曲面的性质，所以要建立一个新的可以反映曲线和曲面

相互约束关系的标架场。

e⃗1 =
dr⃗(s)
ds

= α⃗(s)

e⃗2 =e⃗3 × e⃗1 = n⃗(s)× α⃗(s)

e⃗3 =n⃗(s)

我们称这样曲线上和曲面相容的单位正交标架场为 Darboux 标架。首先将这一标架和通

常空间曲线的 Frenet 标架进行比较。α⃗, e⃗2, n⃗ 和 α⃗, β⃗, γ⃗ 都是右手标架。换言之，e⃗2, n⃗ 和

β⃗, γ⃗ 都是曲线法平面的正交基底，∠(e⃗2, β⃗) = ∠(n⃗, γ⃗)，相差法平面上的一个转动。

直观上，是将曲线的切向量 e⃗1 绕曲面的法向量 n⃗ 右旋 90◦。和平面曲线的 Frenet 标

架的构造类似。也就是说，平面曲线可以看作是特殊的曲面上的曲线。学习这一章，一定

要与第二章曲线论，特别是其中的平面曲线部分对照。

8.1.2 Darboux 标架场的运动公式

接下来自然要推导 Darboux 标架场的运动公式。因为是正交标架场，系数矩阵反对

称，不妨假设：

de⃗1(s)
ds

= κge⃗2 + κne⃗3 (8.1)

de⃗2(s)
ds

= −κge⃗1 + τge⃗3 (8.2)

de⃗3(s)
ds

= −κne⃗1−τge⃗2 (8.3)

其中 κg，κn，τg 是待定的系数函数。容易计算

κn =
de⃗1(s)
ds

· e⃗3(s) =
dα⃗(s)
ds

· n⃗(s)

即 κn 就是曲线 C 的法曲率。
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将运动公式

de⃗1(s)
ds

= κge⃗2 + κne⃗3

de⃗2(s)
ds

= −κge⃗1 + τge⃗3

de⃗3(s)
ds

= −κne⃗1 −τge⃗2

(8.4)

和通常的曲线在 Frenet 标架下的运动公式

α⃗′(s) = κ(s)β⃗(s)

β⃗′(s) = −κ(s)α⃗(s) + τ(s)γ⃗(s)

γ⃗′(s) = −τ(s)β⃗(s)

相比较，我们称 κg 为曲面 S 上曲线 C 的测地曲率，称 τg 为曲线 C 的测地挠率。

κn 已经是大家所熟知的量，我们重点来看 κg 和 τg，以及这些量之间的关系。

先来对 κg 和 τg 进行简单的计算。

κg =
de⃗1(s)
ds

· e⃗2 =
d2r⃗(s)
ds2

· (n⃗(s)× r⃗′(s)) = (r⃗′(s), r⃗′′(s), n⃗(s))

τg =
de⃗2(s)
ds

· e⃗3 =
d(n⃗(s)× r⃗′(s))

ds
· n⃗(s) = (n⃗′(s), r⃗′(s), n⃗(s))

因为我们要通过曲线从内蕴几何角度来研究曲面，上述表达式并不能从根本上反映测地

挠率、测地曲率与曲面第一以及第二基本形式的关系，所以我们还需要更详尽的表达式。

需要注意的是，曲面上曲线的测地曲率和曲线的定向有关。比如，考虑反向的曲线 r⃗(−s)，
相当于标架场取为 {−e⃗1,−e⃗2, e⃗3}，此时运动公式(8.4)变为

d− e⃗1(s)

d− s
= −κg(−e⃗2) + κne⃗3

d− e⃗2(s)

d− s
= κg(−e⃗1) + τge⃗3

de⃗3(s)
d− s

= −κn(−e⃗1)−τg(−e⃗2)

也就是测地曲率会变为原来的相反数。当然，因为后续中我们关心的情况往往是测地曲

率为零的情形，所以这一点的影响不大。
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8.2 测地挠率

测地挠率 τg = (n⃗′(s), r⃗′(s), n⃗(s)) 中

r⃗′(s) =
2∑

γ=1

r⃗γ
duγ(s)

ds

又由自然标架的运动公式有

dn⃗(s)
ds

=
2∑

α=1

∂n⃗(s)

∂uα

duα(s)

ds
=

2∑
α=1

2∑
β=1

−bβ
α

duα

ds
r⃗β

均代入测地曲率表达式中

τg =(
2∑

α=1

2∑
β=1

−bβ
α

duα

ds
r⃗β,

2∑
γ=1

r⃗γ
duγ(s)

ds
, n⃗)

=
2∑

β=1

2∑
γ=1

2∑
α=1

−bβ
α

duα

ds
duγ

ds
(r⃗β, r⃗γ, n⃗)

=
2∑

α=1

−b1α
duα

ds
du1

ds
(r⃗1, r⃗2, n⃗) +

2∑
α=1

−b2α
duα

ds
du1

ds
(r⃗2, r⃗1, n⃗)

=
2∑

α=1

(−b1α
duα

ds
du2

ds
+ b2α

duα

ds
du1

ds
)|r⃗1 × r⃗2|

=
√
g

(
−b12(

du2

ds
)2 + (b22 − b11)

du1

ds
du2

ds
+ b21(

du1

ds
)2
)

其中 g =

∣∣∣∣∣g11 g12

g21 g22

∣∣∣∣∣ = g11g22−(g12)
2 =

∣∣∣∣∣E F

F G

∣∣∣∣∣。整个式子可以看成一个关于切方向 du1

ds
, du2

ds

的二次型。从测地挠率的表达式可以直接看出：

• 测地挠率只是曲面上切方向的函数：曲面上有两条曲线在一点处相切，则这两条曲

线在该点有相同的测地挠率。即测地挠率和曲线具体的方程无关，反映的是曲面的

性质而非曲线的性质。

• 测地挠率和第二基本形式有关，不是内蕴几何量。
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8.2.1 测地挠率和 Weingarten 映射的关系

再回到测地挠率的表达式

τg =
√
g

(
−b12(

du2

ds
)2 + (b22 − b11)

du1

ds
du2

ds
+ b21(

du1

ds
)2
)

(8.5)

注意到其中 bβ
α 是 Weingarten 映射矩阵的元素。为了把测地挠率和 Weingarten 映射的关

系理清楚，我们把(8.5)圆括号中的式子改写为

(
du1

ds
du2

ds

)( b21 b22

−b11 −b12

)(
du1

ds
du2

ds

)

将

(
b21 b22

−b11 −b12

)(
du1

ds
du2

ds

)
视为一列向量，上式可改写为行列式形式

∣∣∣∣∣ du2

ds

− du1

ds

(
b21 b22

−b11 −b12

)(
du1

ds
du2

ds

)∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣ du2

ds
du1

ds

(
b21 b22

b11 b12

)(
du1

ds
du2

ds

)∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ du1

ds
du2

ds

(
b11 b12

b21 b22

)(
du1

ds
du2

ds

)∣∣∣∣∣
这里出现 Weingarten 映射的矩阵以及行列式运算并不意外。我们可以换一个更本质

的角度来对测地挠率表达式进行化简，注意到测地挠率的表达式可以改写为

τg = (n⃗′(s), r⃗′(s), n⃗(s))

其中

n⃗′(s) =
dn⃗(s)
ds

= G∗(
dr⃗(s)
ds

) = G∗(e⃗1)

而 Weingarten 映射定义为 W = −G∗，因此在基底 r⃗1, r⃗2 下计算外积 n⃗′(s)× r⃗′(s)，有∣∣∣∣∣−
(
b11 b12

b21 b22

)(
du1

ds
du2

ds

)
du1

ds
du2

ds

∣∣∣∣∣ r⃗1 × r⃗2

再内积 n⃗ 得到

τg =

∣∣∣∣∣−
(
b11 b12

b21 b22

)(
du1

ds
du2

ds

)
du1

ds
du2

ds

∣∣∣∣∣ |r⃗1 × r⃗2| =
√
g

∣∣∣∣∣ du1

ds
du2

ds

(
b11 b12

b21 b22

)(
du1

ds
du2

ds

)∣∣∣∣∣
与二次型变形后的表达式一致。
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曲线为曲率线。当然，我们在5.3.1小节中已经得到曲率线的满足的方程(5.13)或(5.16)，和

测地曲率的表达式相比较，也很容易看出测地曲率为零的曲线必然满足曲率线方程。

综上，可以看出测地挠率和主曲率（特殊的法曲率）之间关系密切，我们想弄清

楚测地挠率和法曲率更普遍的关系。这其实需要我们弄清楚测地挠率的表达式中出现

Weingarten 映射更深层次的原因。回到最开始的 Darboux 标架场的运动公式，注意观

察第三个公式 (8.3)：
de⃗3(s)
ds

= −κne⃗1 − τge⃗2

左端是
dn⃗(s)
ds

= G∗(
dr⃗(s)
ds

) = G∗(e⃗1)

另一方面，Weingarten 映射定义为 W = −G∗，于是 (8.3) 式等价于

W(e⃗1) = κne⃗1 + τge⃗2

从而

κn = W(e⃗1) · e⃗1, τg = W(e⃗1) · e⃗2

可以很容易地看出法曲率和测地挠率均由 Weingarten 映射决定，自然只与切方向有关，

故都是描述曲面的弯曲性质。同时，也可以回应我们在第8.1.1小节中提到的，改变曲线

的定向，会改变测地曲率的正负，但是不影响法曲率和测地挠率1。

我们知道法曲率有 Euler 公式，测地挠率也有类似表达。假设 d⃗1, d⃗2 是主方向上的单

位向量，若 e⃗1 = cos θd⃗1 + sin θd⃗2，则 e⃗2 = − sin θd⃗1 + cos θd⃗2。由于

W(e⃗1) = κ1 cos θd⃗1 + κ2 sin θd⃗2

一方面可得法曲率的 Euler 公式：

κn(θ) = W(e⃗1) · e⃗1 = κ1 cos2 θ + κ2 sin2 θ

另一方面类似有

τg(θ) = W(e⃗1) · e⃗2 =
κ1 − κ2

2
sin 2θ

特别地，从 τg = W(e⃗1) · e⃗2 这一表达式，也可以推导出测地挠率的表达式 (8.5)，感兴趣

的同学可以参考附录I。

1这是因为当曲面定向确定时，曲面的 Weingarten 映射就确定了；而改变曲线定向时，e⃗1, e⃗2 替换为

−e⃗1,−e⃗2。
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接下来我们看测地曲率更细致的表达式。已知 κg = (r⃗′(s), r⃗′′(s), n⃗(s))，首先

r⃗′(s) =
2∑

η=1

r⃗η
duη(s)

ds

又
d2r⃗
ds2

=
d
ds

(
2∑

α=1

r⃗α
duα(s)

ds

)
=

2∑
α,β=1

r⃗αβ
duα(s)

ds
duβ(s)

ds
+

2∑
α=1

r⃗α
d2uα(s)

ds2

=
2∑

α,β=1

(
2∑

γ=1

Γγ
αβ r⃗γ + bαβn⃗)

duα(s)

ds
duβ(s)

ds
+

2∑
α=1

r⃗α
d2uα(s)

ds2

=
2∑

α,β=1

(
2∑

γ=1

Γγ
αβ r⃗γ + bαβn⃗)

duα(s)

ds
duβ(s)

ds
+

2∑
γ=1

r⃗γ
d2uγ(s)

ds2

=
2∑

γ=1

(
d2uγ(s)

ds2
+

2∑
α,β=1

Γγ
αβ

duα(s)

ds
duβ(s)

ds
)r⃗γ +

2∑
α,β=1

bαβ
duα(s)

ds
duβ(s)

ds
n⃗

从而

κg =
2∑

η,γ=1

(
d2uγ(s)

　(s
�Guα

�Gbαβn⃗)
du
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第一基本形式，以及曲纹坐标下的曲线的参数方程 u1 = u1(s), u2 = u2(s) 决定。故是内

蕴几何量，在保长映射下不变。

8.3.1 非弧长参数下的测地曲率的计算

与测地挠率不同，测地曲率是依赖于具体曲线的。然而我们所有关于测地曲率的推

导，都是基于 s 为弧长参数来进行的。对非弧长参数，仍然可以做计算。即将原有测地

曲率表达式中的弧长参数通过参数变换换成普通参数 t，

κg =
√
g

∣∣∣∣∣ du1(s)
ds

d2u1(s)
ds2

+
∑2

α,β=1 Γ
1
αβ

duα(s)
ds

duβ(s)
ds

du2(s)
ds

d2u2(s)
ds2

+
∑2

α,β=1 Γ
2
αβ

duα(s)
ds

duβ(s)
ds

∣∣∣∣∣
=
√
g

∣∣∣∣∣ du1(t)
dt

dt
ds

d2u1(t)
dt2

( dt
ds
)2 + du1(t)

dt
d2t
ds2

+
∑2

α,β=1 Γ
1
αβ

duα(t)
dt

duβ(t)
dt

( dt
ds
)2

du2(t)
dt

dt
ds

d2u2(t)
dt2

( dt
ds
)2 + du2(t)

dt
d2t
ds2

+
∑2

α,β=1 Γ
2
αβ

duα(t)
dt

duβ(t)
dt

( dt
ds
)2

∣∣∣∣∣
=
√
g

(
dt
ds

)3
∣∣∣∣∣ du1(t)

dt
d2u1(t)
dt2

+
∑2

α,β=1 Γ
1
αβ

duα(t)
dt

duβ(t)
dt

du2(t)
dt

d2u2(t)
dt2

+
∑2

α,β=1 Γ
2
αβ

duα(t)
dt

duβ(t)
dt

∣∣∣∣∣
=

√
g

|r⃗′(t)|3

∣∣∣∣∣ du1(t)
dt

d2u1(t)
dt2

+
∑2

α,β=1 Γ
1
αβ

duα(t)
dt

duβ(t)
dt

du2(t)
dt

d2u2(t)
dt2

+
∑2

α,β=1 Γ
2
αβ

duα(t)
dt

duβ(t)
dt

∣∣∣∣∣
8.3.2 测地曲率的几何意义

作为内蕴几何的研究对象，测地曲率有着更为重要的几何意义。注意到 (8.1) 式

de⃗1(s)
ds

= κge⃗2 + κne⃗3

等价于
dα⃗
ds

= κβ⃗ = κge⃗2 + κne⃗3

故

κ2 = κ2g + κ2n, 且 κg = κβ⃗ · e⃗2 = κ cos θ

其中，θ 为 β⃗ 和 e⃗2 的夹角（等同于 γ⃗ 和 n⃗ 的夹角）。这意味着

合积，故可以只考虑 r⃗′′ 在切平面中的分量。
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• 相当于把曲线的曲率分解为由所在曲面所导致的弯曲（n⃗ 方向）和曲线自身

导致的弯曲（e⃗2 方向）。

• 换言之，对于曲面上的曲线而言，应该忽略“外在”曲面的弯曲对曲线造成

的影响，关注“内在”曲线真正自身的弯曲程度——测地曲率。

例 8.1. 求椭球面
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1

上由平面 x
a
+ y

b
= 1 所截的截线在点 A = (a, 0, 0) 的测地曲率（曲线 A 点处以 z 轴正向

为定向）。

倘若直接使用测地曲率的公式，

κg =
√
g

∣∣∣∣∣ du1(s)
ds

d2u1(s)
ds2

+
∑2

α,β=1 Γ
1
αβ

duα(s)
ds

duβ(s)
ds

du2(s)
ds

d2u2(s)
ds2

+
∑2

α,β=1 Γ
2
αβ

duα(s)
ds

duβ(s)
ds

∣∣∣∣∣
或

κg =

√
g

|r⃗′(t)|3

∣∣∣∣∣ du1(t)
dt

d2u1(t)
dt2

+
∑2

α,β=1 Γ
1
αβ

duα(t)
dt

duβ(t)
dt

du2(t)
dt

d2u2(t)
dt2

+
∑2

α,β=1 Γ
2
αβ

duα(t)
dt

duβ(t)
dt

∣∣∣∣∣
不论是否使用弧长参数，都需要先将曲面写成参数形式，再将曲线写成 (u(t), v(t)) 的形

式，后续的计算还要涉及到 Christoffel 记号，是非常复杂的。

实际上，例题中的曲线作为一条平面曲线，其曲率以及主法向量，次法向量都是非

常容易求出的，而椭球面自身的法向量，也非常容易求出。所以，我们应该使用测地曲率

的几何意义 κg = κ cos θ 来进行求解。

重点是求出曲线 
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
=1

x

a
+
y

b
=1

参数方程。令 t = z
c
，可将 x, y 解出

r⃗(t) = (a
1 +

√
1− 2t2

2
, b
1−

√
1− 2t2

2
, ct)
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当然，令 2t2 = sin2 ψ 还可以进一步写成

r⃗(ψ) = (a cos2
ψ

2
, b sin2

ψ

2
, c

√
2

2
sinψ)

我们这里不妨选用第二个参数表达式来计算曲率，

r⃗′ = (−a
2
sinψ,

b

2
sinψ, c

√
2

2
cosψ)

r⃗′′ = (−a
2
cosψ,

b

2
cosψ,−c

√
2

2
cosψ)

于是

κ(ψ) =
|r⃗′ × r⃗′′|
|r⃗′|3

=
|(

√
2
4
bc,

√
2
4
ac, 0)|

(a2+b2

4
sin2 ψ + c2

2
cos2 ψ) 3

2

代入 ψ = 0，有

κ =

√
a2 + b2

c2

注意，还需要求出夹角。理论上，根据 κg = κ cos θ，θ 为 β⃗ 和 e⃗2 的夹角。但是此时

e⃗2 并不容易求出（真的要求出的话，需要 α⃗ 和 n⃗ 外积），所以，我们转而考虑 γ⃗ 和 n⃗ 的

夹角。此时，n⃗ = (1, 0, 0)，γ⃗ = ( b√
a2+b2

, a√
a2+b2

, 0)。最终，κg = b
c2

。

若要使用平面曲线的相对曲率公式 κr(s) =

∣∣∣∣∣x′(s) y′(s)

x′′(s) y′′(s)

∣∣∣∣∣，需要选取一个新的直角标

架，反而比较麻烦。此外，由于这里的曲线是两张曲面的交线，我们也可以利用利用曲线

普通方程求解曲率的方法（参考习题）。

最后，我们回到曲面上曲线上标架场的运动公式

de⃗1(s)
ds

= κge⃗2 + κne⃗3

de⃗2(s)
ds

= −κge⃗1 + τge⃗3

de⃗3(s)
ds

= −κne⃗1 −τge⃗2

显然，和三维欧氏空间中的曲线论基本定理雷同：如果曲面上曲线的测地曲率，测地挠

率，以及法曲率确定，那么这条曲线就是确定的。当然，我们知道实际上测地挠率和法曲

率和曲线无关，是由曲面决定的。也就是说，给定初始点和切向量，曲面上的曲线完全由

弧长和测地曲率所决定。这一点和平面曲线完全由弧长参数下的相对曲率决定是一致的。

我们在第8.6节还会得到一个曲面上曲线由测地曲率决定的显式表达式。
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8.4 预测地线和测地线

回忆，平面曲线的运动方程：

α⃗′(s) = κr(s)β⃗(s)

β⃗′(s) = −κr(s)α⃗(s)

和 Darboux 标架运动方程对比：

de⃗1(s)
ds

= κge⃗2 + κne⃗3

de⃗2(s)
ds

= −κge⃗1 + τge⃗3

de⃗3(s)
ds

= −κne⃗1−τge⃗2

如果曲面为平面，也就是法向量 n⃗ 固定，由第 3 式知 κn，τg 均为零。平面曲线的相对曲

率 κr，对应曲面上曲线的测地曲率 κg。同时，我们知道，平面上若 κr ≡ 0，则曲线为直

线。自然可引入

定义 8.2. 在正则参数曲面 S 上的正则参数曲线 (u(t), v(t))，如果满足测地曲率恒等于零，

即

κg =

√
g

|r⃗′(t)|3

∣∣∣∣∣ du1(t)
dt

d2u1(t)
dt2

+
∑2

α,β=1 Γ
1
αβ

duα(t)
dt

duβ(t)
dt

du2(t)
dt

d2u2(t)
dt2

+
∑2

α,β=1 Γ
2
αβ

duα(t)
dt

duβ(t)
dt

∣∣∣∣∣ = 0

则称为曲面 S 上的预测地线（pregeodesic）。

简而言之，预测地线相当于平面中的直线在曲面上的推广。这里需要特别注意的是

预测地线并不需要取弧长参数。

8.4.1 弧长参数下的测地线方程

我们自然很关心，什么样的曲线是预测地线。根据定义，若曲线对应的

κg =

√
g

|r⃗′(t)|3

∣∣∣∣∣ du1(t)
dt

d2u1(t)
dt2

+
∑2

α,β=1 Γ
1
αβ

duα(t)
dt

duβ(t)
dt

du2(t)
dt

d2u2(t)
dt2

+
∑2

α,β=1 Γ
2
αβ

duα(t)
dt

duβ(t)
dt

∣∣∣∣∣ = 0

则为预测地线。当然，正则参数曲线总能取回到弧长参数，根据我们在上一节的讨论，也

就意味着

κg =
√
g

∣∣∣∣∣ du1(s)
ds

d2u1(s)
ds2

+
∑2

α,β=1 Γ
1
αβ

duα(s)
ds

duβ(s)
ds

du2(s)
ds

d2u2(s)
ds2

+
∑2

α,β=1 Γ
2
αβ

duα(s)
ds

duβ(s)
ds

∣∣∣∣∣ = 0
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也成立。但是不论是弧长参数，还是非弧长参数，条件都太复杂了；更重要的是，作为

可微曲线，点点都要满足测地曲率为零这一关系，对曲线的限制远比想象中的要大得多。

回到 Darboux 标架运动方程：

de⃗1(s)
ds

= κge⃗2 + κne⃗3

de⃗2(s)
ds

= −κge⃗1 + τge⃗3

de⃗3(s)
ds

= −κne⃗1−τge⃗2

若有 κg = 0，则变为

de⃗1(s)
ds

= + κne⃗3

de⃗2(s)
ds

= + τge⃗3

de⃗3(s)
ds

= −κne⃗1−τge⃗2

来看运动方程中的第一个等式：
de⃗1(s)
ds

= κne⃗3

即
d(r⃗γ

duγ(s)
ds

)

ds
= κnn⃗

再利用链式求导法则和曲面自然标架运动公式有

2∑
γ=1

(
d2uγ(s)

ds2
+

2∑
α,β=1

Γγ
αβ

duα(s)

ds
duβ(s)

ds

)
r⃗γ +

2∑
α,β=1

bαβ
duα(s)

ds
duβ(s)

ds
n⃗ = κnn⃗

注意到此时 {r⃗1, r⃗2, n⃗} 实际上是曲面的自然标架，故
d2uγ(s)
ds2

+
∑2

α,β=1 Γ
γ
αβ

duα(s)
ds

duβ(s)
ds

= 0, γ = 1, 2∑2
α,β=1 bαβ

duα(s)
ds

duβ(s)
ds

= κn

然而
2∑

α,β=1

bαβ
duα(s)

ds
duβ(s)

ds
=
(

du1

ds
du2

ds

)(b11 b12

b21 b22

)(
du1

ds
du2

ds

)
= κn

也就是说充要条件中第二个式子是自动满足的。这一点非常容易理解，因为 κn 只和切方

向相关，反映的是曲面的性质，与曲线无关。
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我们还需要来看和测地曲率相关的运动方程中的第二个式子：

de⃗2(s)
ds

= τge⃗3

即

d(n⃗×
∑2

γ=1 r⃗γ
duγ(s)
ds

)

ds
= τgn⃗

左端展开有：

2∑
γ,η=1

n⃗η × r⃗γ
duγ(s)

ds
duη(s)

ds
+

2∑
γ,η=1

n⃗× r⃗γη
duγ(s)

ds
duη(s)

ds
+

2∑
γ=1

n⃗× r⃗γ
d2uγ(s)

ds2
= τgn⃗

左右两端同时和 n⃗, r⃗ξ 做内积。注意到和 n⃗ 做内积时左端自然得到测地挠率的表达式，恒

成立。只需要关心和 r⃗ξ 做内积。

2∑
γ,η=1

(n⃗, r⃗γη, r⃗ξ)
duγ(s)

ds
duη(s)

ds
+

2∑
γ=1

(n⃗, r⃗γ, r⃗ξ)
d2uγ(s)

ds2
= 0

而
2∑

γ,η=1

(n⃗, r⃗γη, r⃗ξ)
duγ(s)

ds
duη(s)

ds
=

2∑
α,β=1

(n⃗, r⃗αβ, r⃗ξ)
duα(s)

ds
duβ(s)

ds

=
2∑

α,β=1

(n⃗,
2∑

γ=1

Γγ
αβ r⃗γ, r⃗ξ)

duα(s)

ds
duβ(s)

ds

=
2∑

α,β=1

2∑
γ=1

(n⃗, r⃗γ, r⃗ξ)Γ
γ
αβ

duα(s)

ds
duβ(s)

ds

于是上式变为

2∑
γ=1

(n⃗, r⃗γ, r⃗ξ)

(
d2uγ(s)

ds2
+

2∑
α,β=1

Γγ
αβ

duα(s)

ds
duβ(s)

ds

)
= 0, ξ = 1, 2

同时，注意到 (n⃗, r⃗γ, r⃗ξ) 只有 ξ ̸= γ 时才非零，实际上并不需要做和，故和之前从运动方

程中第一个式子出发的推导有相同的关系式

d2uγ(s)

ds2
+

2∑
γ,η=1

Γγ
αβ

duα(s)

ds
duβ(s)

ds
= 0, γ = 1, 2 (8.7)
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其实心思灵敏的读者一定早已觉察出这样的验证是无用功。因为已经知道单位正交

标架的运动公式中的系数矩阵是反对称的，第一个式子中已有 τg = 0，第二个式子中

τg = 0 必然自动成立。

最后，运动方程中的第三个式子与测地曲率无关，恒成立（测地挠率是描述 Weingarten
映射和对角矩阵的差异）。

定义 8.3. 方程
d2uγ(s)

ds2
+

2∑
γ,η=1

Γγ
αβ

duα(s)

ds
duβ(s)

ds
= 0, γ = 1, 2

称为弧长参数下的测地线方程（组）。满足这一方程的曲线称为弧长参数下的测地线。

反过来，曲线满足弧长参数下的测地线方程，即(8.7)式成立，则显然有

κg =
√
g

∣∣∣∣∣ du1(s)
ds

d2u1(s)
ds2

+
∑2

α,β=1 Γ
1
αβ

duα(s)
ds

duβ(s)
ds

du2(s)
ds

d2u2(s)
ds2

+
∑2

α,β=1 Γ
2
αβ

duα(s)
ds

duβ(s)
ds

∣∣∣∣∣ = 0

换言之，

• 预测地线一定可以取到弧长参数，成为弧长参数下的测地线；

• 弧长参数下的测地线一定也是预测地线。

从而今后在弧长参数下，我们不再区分预测地线和测地线，统称为弧长参数下的测

地线。

8.4.2 一般参数下的测地线方程

上一小节我们已经知道，限制在弧长参数范畴，预测地线和测地线是没有区别的。现

在我们对非弧长参数，做类似的讨论。对于预测地线，已知有

κg =
√
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利用行列式性质，等价于∣∣∣∣∣ du1(t)
dt

d2u1(t)
dt2

+
∑2

α,β=1 Γ
1
αβ

duα(t)
dt

duβ(t)
dt

du2(t)
dt

d2u2(t)
dt2

+
∑2

α,β=1 Γ
2
αβ

duα(t)
dt

duβ(t)
dt

∣∣∣∣∣ = 0

这意味方程
d2uγ(t)

dt2
+

2∑
α,β=1

Γγ
αβ

duα(t)

dt
duβ(t)

dt
= 0, γ = 1, 2 (8.8)

也可以导出 κg = 0。因此，我们把方程(8.8)称为一般参数下的测地线方程，或直接简称

为测地线方程。满足测地线方程(8.8)的曲线称为测地线。显然，测地线一定是预测地线。

但是反过来，一般参数下的预测地线，并不一定满足测地线方程。这是因为，对于测地线

而言，

d2r⃗
dt2

=
d
dt
(

2∑
γ=1

duγ

dt
r⃗γ)

=
2∑

γ=1

(
d2uγ(t)

dt2
+

2∑
α,β=1

Γγ
αβ

duα(t)

dt
duβ(t)

dt
)r⃗γ +

2∑
α,β=1

bαβ
duα(t)

dt
duβ(t)

dt
n⃗

=
2∑

α,β=1

bαβ
duα(t)

dt
duβ(t)

dt
n⃗

从而

r⃗′′(t) · r⃗′(t) = 0

故 |r⃗′(t)| 为常数。而一般参数下的预测地线的参数可以取任何正则参数。用式子来表达，

就是对于同一个参数 t 而言∣∣∣∣∣ du1(t)
dt

d2u1(t)
dt2

+ Γ1
αβ

duα(t)
dt

duβ(t)
dt

du2(t)
dt

d2u2(t)
dt2

+ Γ2
αβ

duα(t)
dt

duβ(t)
dt

∣∣∣∣∣ = 0

̸⇓ ⇑
d2uγ(t)

dt2
+ Γγ

αβ

duα(t)

dt
duβ(t)

dt
= 0, γ = 1, 2

为了把预测地线和测地线之间的关系解释的更清楚一些，我们以弧长参数下的测地

线作为标尺来说明。

首先，如果曲线满足一般的测地线方程(8.8)，则有 |r⃗′(t)| = C，做参数变换 s =

|r⃗′(t)|t = Ct 得到弧长参数。令 t = s
C

代入方程 (8.8) 中得到弧长参数下测地线的方
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程(8.7)。也就是对于测地线方程而言，参数是普通参数或者弧长参数没有什么实质的不

同，因为只要满足测地线方程，曲线的切向量模长就是常数，曲线的参数就一定是弧长

参数的常数倍。

其次，如果曲线满足弧长参数下的测地线方程(8.7)，做任意一个正则参数变换 t = t(s)

并代入方程(8.7)中有：

d2uγ(t)

dt2
(
dt
ds

)2 +
duγ(t)

dt
d2t
ds2

+
2∑

α,β=1

Γγ
αβ

duα(t)

dt
duβ(t)

dt
(
dt
ds

)2 = 0, γ = 1, 2

这并非是非弧长参数下的测地线方程。

这里很多初学的同学会有些困惑，实际上大家只需要明白的是：测地线（满足测地

线方程）会自动赋予曲线一个好的正则参数（切向量模长恒定）；而预测地线强调的点的

集合，参数可以是任意正则参数。一句话，作为点集，预测地线和测地线没有区别，但是

两者的参数化方式不同。

同时，因为我们本来就希望曲线具有好的参数化以简化运算，因此以后我们默认研

究的都是测地线，而非预测地线。

8.4.3 测地线的存在唯一性

一般的曲面上是否存在测地线？有的话有几条？ 我们需要来看测地线方程解的存在

性和唯一性。

d2uγ(t)

dt2
+

2∑
α,β=1

Γγ
αβ

duα(t)

dt
duβ(t)

dt
= 0, γ = 1, 2

这是二阶拟线性常微分方程组，求解需要给定初始值以及初始的一阶导数值，相当于给

定出发点 p 和出发点处的一个切向量 v⃗。

定理 8.4. 对于曲面 S 上的任意一点 p 和曲面 S 在点 p 的任意一个单位切向量v⃗，在曲

面上必存在唯一的一条以弧长为参数的测地线 C 通过点 p，并且在点 p 以 v⃗ 为它的切向

量。

不难注意到，如果 v⃗ 不是单位向量，类似的定理也成立，只是这时它不是弧长参数，

而是弧长参数的常数倍 (|v⃗| 倍)。

例 8.5. 已知曲面第一基本形式为 I = (du)2 + u2(dv)2，求曲面上测地线。
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这里 (u, v) 实际上就相当于平面上的极坐标。

解. 先求 Christoffel 记号。由于是正交参数系，有

Γ1
11 =

1

2

∂ logE
∂u

= 0, Γ1
12 = Γ1

21 =
1

2

∂ logE
∂v

= 0, Γ1
22 = − 1

2E

∂G

∂u
= −u

Γ2
11 =− 1

2G

∂E

∂v
= 0, Γ2

12 = Γ2
21 =

1

2

∂ logG
∂u

=
1

u
, Γ2

22 =
1

2

∂ logG
∂v

= 0

测地线方程为 
d2u
dt2

− u(
dv
dt

)2 =0

d2v
dt2

+
2

u

du
dt

dv
dt

=0

先来看第二个方程
d2v
dt2

+
2

u

du
dt

dv
dt

= 0

令 f = dv
dt

，方程改写为
df
dt

+
2

u

du
dt
f = 0

添加积分因子有

u2
df
dt

+ 2u
du
dt
f = 0

于是
d
dt
(u2f) = 0

令 u2f = A, 有 f = A
u2 ，代回到第一个方程，有

d2u
dt2

− A2

u3
= 0

这是一个非线性的二阶自治常微分方程。处理高阶线性常微分方程有固定的策略，化为

方程组降阶： 
du
dt

=y

dy
dt

=
A2

u3

两方程相除，有
dy
du

=
A2

yu3

分离变量后求解得到

y = ±
√
B − A2

u2
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于是
du
dt

= ±
√
B − A2

u2

继续使用分离变量法求解
du

√
B
√

1− A2

Bu2

= ±dt

令 ũ =
√

Bu
A

，有
A

B

ũdũ√
ũ2 − 1

= ±dt

于是
A

B

√
ũ2 − 1 = C ± t

即

ũ2 =
B2(t± C)2

A2
+ 1

进而

u2 = B(t± C)2 +
A2

B

由于 t 只是参数，不妨令 t̃ = t± C，且简单起见，仍然把 t̃ 记为 t，有

u2 = Bt2 +
A2

B
(8.9)

根据 dv
dt

= f = A
u2

dv
dt

=
AB

B2t2 + A2

此时关于 v 的积分是大家所熟知的：

v =

∫
AB

B2t2 + A2
dt =

∫
1

(Bt
A
)2 + 1

d
Bt

A
= arctan(

Bt

A
) + C (8.10)

最终，得到测地线的参数方程为 
u =±

√
Bt2 +

A2

B

v = arctan(
Bt

A
) + C

方程中的常数可以由给定点，以及给定点处的切向量确定。
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现在我们希望消去参数 t。首先(8.10)式等价于

tan(v − C) =
Bt

A

再与(8.9)式联立得
B

A2
u2 = tan2(v − C) + 1 = sec2(v − C)

最终有

u cos(v − C) =
A√
B

这是极坐标系下的直线方程。

可见即便有理论上的存在性和唯一性，一般的测地线方程仍然是非常难解的（远比

运动方程难解，运动方程只是一阶的方程组，而且更重要是运动方程是线性的，而测地

线方程是非线性的）。我们自然希望能在一些相对简单的情形下化简方程。这便是8.6节的

内容。

8.4.4 测地线的几何意义

给出测地线的定义之后，最自然的想法是直接根据定义，导出测地线所满足的关系

式，进而找出全部的测地线。然而，这样做就涉及到了列出测地线所满足的方程并求解，

是一个复杂的过程。所以，我们也希望能从更几何的角度来理解并判定测地线。

已经说明，有 κg = κ cos θ，其中 θ 是 β⃗ 和 e⃗2 的夹角。于是

命题 8.6. 曲面 S 上的一条曲线 C 是测地线，当且仅当它是一条直线，或者它的主法向

量处处是曲面 S 的法向量。

• 所谓主法向量处处是曲面 S 的法向量，几何上即曲线完全顺着曲面弯；

• 这意味着测地线，就是忽略掉外在曲面所造成的影响，曲线自主的弯曲程度

为零，即曲面上的“直线”。

例 8.7. 试证：旋转面 S 上的经线是该曲面上的测地线。

我们试图通过证明如下命题来进一步探究测地线的几何意义。
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命题 8.8. 如果在曲面 S 上运动的质点 p 只受到将它约束在曲面 S 上的力的作用，而不

受任何其他外力的作用，则点 p 在力的作用下的轨迹 C 是曲面上的测地线。

证明. 设质点 p 的运动方程（轨迹）为 r⃗ = r⃗(t)，根据题意，它是 S 上的一条曲线。根据

牛顿第二定律，

F = m
d2r⃗(t)
dt2

其中，m 是质量，F 与曲面法向量 n⃗ 共线。因为 F 的具体形式未知，直接求解这一常微

分方程是不现实的，我们尝试利用之前测地线性质的命题来给出证明。

观察方程

F = m
d2r⃗(t)
dt2

注意，这里的参数 t 并不一定是曲线的弧长参数。考虑一种最极端的情形，如果 t 为

弧长参数，则 d2r⃗(t)
dt2

= κβ，据题意，主法向量 β 就是 n⃗，自然得证。

但一般而言 t 并非弧长参数，方程两边同时与切向量 dr⃗(t)
dt

做内积，有

d2r⃗(t)
dt2

· dr⃗(t)
dt

=
1

m
F · dr⃗(t)

dt
= 0

于是
1

2

d
dt

(
dr⃗(t)
dt

· dr⃗(t)
dt

)
=

d2r⃗(t)
dt2

· dr⃗(t)
dt

= 0

这说明 ∣∣∣∣dr⃗(t)dt

∣∣∣∣ = 常数

也就是参数 t 与弧长参数 s 只差一个常数倍。同样，d2r⃗(t)
dt2

和曲线的曲率向量也差常数倍，

得证。

现在我们可以更形象地解释为何称为“测地线”：地球是圆的，两人各拿绳子的一端，

紧贴地面拉紧。绳子除自身张力外，只受地表的支撑力，且支撑力作为约束力与球面垂直

（实际上还受到地球的引力，但是一方面对于理想绳而言地球引力可以忽略，另一方面地

球引力也与球地表面垂直）。此时绳子的轨迹就是测地线！它确实是用来“测地”的。

此外，在之前的例子当中，我们发现，对于只受曲面垂直方向力的作用的点的轨迹，

不论是否取弧长参数，我们都有 | dr⃗
dt
| = const。这和我们上一小节中说明满足测地线方程

的曲线切向量模场为常数相吻合。
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图 8.1: 底比斯古墓壁画，约公元前 1415 年

8.5 协变导数和平行移动

回顾一下我们引入测地线的过程：

1. 首先需要的是曲线上与曲面相容的标架场；

2. 然后引出测地曲率;

3. 最终由测地曲率为零导出测地线的定义及方程。

这样的引入路径有很明显的不足：

•ˆ
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8.5.1 协变导数的引入与严格定义

我们在推导测地线方程时，使用了标架的运动公式

de⃗1(s)
ds

= κge⃗2 + κne⃗3

de⃗2(s)
ds

= −κge⃗1 + τge⃗3

de⃗3(s)
ds

= −κne⃗1−τge⃗2

当 κg ≡ 0，变为

de⃗1(s)
ds

= + κne⃗3

de⃗2(s)
ds

= + τge⃗3

de⃗3(s)
ds

= −κne⃗1−τge⃗2

实际上只需要处理第一个方程
de⃗1(s)
ds

= κne⃗3

我们来重新分析对这一方程的处理过程。这一方程可改写为

d(
∑2

γ=1 r⃗γ
duγ(s)
ds

)

ds
= κnn⃗

进而得到

2∑
γ=1

(
d2uγ(s)

ds2
+

2∑
α,β=1

Γγ
αβ

duα(s)

ds
duβ(s)

ds
)r⃗γ +

2∑
α,β=1

bαβ
duα(s)

ds
duβ(s)

ds
n⃗ = κnn⃗

现在来比较基底 {r⃗1, r⃗2, n⃗} 前的系数，注意到

2∑
α,β=1

bαβ
duα(s)

ds
duβ(s)

ds
n⃗ = κnn⃗

恒成立，从而得到测地线方程

d2uγ(s)

ds2
+

2∑
α,β=1

Γγ
αβ

duα(s)

ds
duβ(s)

ds
= 0 γ = 1, 2
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总之，回过头来审视方程
d(
∑2

γ=1 r⃗γ
duγ(s)
ds

)

ds
= κnn⃗

实际上意味着向量
d(
∑2

γ=1 r⃗γ
duγ (s)

ds )

ds
在切空间 TS 上的分量为零。由于 n⃗ 与 TS 垂直，也可

以理解为向量
d(
∑2

γ=1 r⃗γ
duγ (s)

ds )

ds
向 TS 的正交投影为零。

在曲面的标架 {r⃗1, r⃗2, n⃗} 中，r⃗1, r⃗2 是和第一类基本量密切相关的（或者说完全被第

一类基本量所描述），n⃗ 与第一类基本量无关，但是和第二类基本量密切相关。

向 TS 垂直投影，可以理解为限制在曲面自身内部，把和外在几何相关的量忽略掉，

只保留内蕴几何相关信息。也就是作为测地线，可以认为“限制”在曲面上，r⃗′′“为零”，

即 r⃗′ 为“常向量”，类比于欧氏空间中的直线。

为了更好地描述这种限制于曲面的运算，我们引入一个新的概念，即所谓的协变导

数。首先，我们在第三章中定义了曲面上的切向量场。改换为张量记号，在曲面的自然标

架下 {r⃗1, r⃗2, n⃗} 下，切向量场可以写为

X(u1, u2) =
2∑

α=1

xα(u1, u2)r⃗α(u
1, u2)

设 C : uα = uα(t) 是曲面 S 上的曲线，记 X(t) 是曲面 S 上切向量场 X(u1, u2) 在曲线 C

上的限制，即

X(t) =
2∑

α=1

xα(u1(t), u2(t))r⃗α(u
1(t), u2(t))

简单地看，X(t) 是一个以 t 为自变量的向量函数，这样的向量函数自然可以考虑关于自

变量 t 求导数，然而此时 dX(t)
dt

是沿曲线 C 上欧氏空间 E3 中的一个向量场，一般说来

并不落在曲面 S 的切空间中，不是曲面的切向量场。为了能够内蕴地求切向量场的导数，

我们将 dX(t)
dt

正交投影到曲面相应的切空间上，引入

定义 8.9.
DX(t)

dt
= (

dX(t)

dt
)⊤ =

dX(t)

dt
− (

dX(t)

dt
· n⃗)n⃗

称为切向量场 X(t) 沿曲线 C 的协变导数。

目前，我们现在都是在限制在曲线上考虑协变导数，实际上在第三章里我们就探讨

过可以用方向导数替换沿曲线求导。因此，我们一样可以考虑切向量场关于某个切向量

求协变导数。具体来看，假设 X 是曲面 S 上的切向量场，Y 是 p 点处的切向量，记 ∂X
∂Y
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为切向量场 X 关于切向量 Y 在 p 点处的方向导数，规定切向量场 X 关于切向量 Y 的

协变导数为

DYX = (
∂X

∂Y
)⊤ =

∂X

∂Y
− (

∂X

∂Y
· n⃗)n⃗

而且很容易验证，如果存在曲面上过 p 点的曲线 C : (u(t), v(t))，以 Y 为曲线在 p 点处

的切向量，则有

DYX =
DX(u(t), v(t))

dt

大家不妨把协变导数的这一表达式和方向导数的表达式

∂X

∂Y
=

dX(u(t), v(t))

dt

做对比，可见通过曲线定义的协变导数和通过方向导数定义的协变导数是相容的。但是

通过方向导数定义的协变导数应用范围显然更广一些。后续第十章中，我们会用到方向

导数和相应形式的协变导数，目前这一章内容，仅仅考虑曲线上的协变导数就足够了。

8.5.2 协变导数的性质与具体表达式

向量场的协变导数和向量函数的普通导数的性质类似。假定 X(t), Y (t) 都是曲面上

沿着曲线 C 的切向量场，根据定义不难验证

1. D
dt
(X(t) + Y (t)) = D

dt
X(t) + D

dt
Y (t)

2. D
dt
(f(t)X(t)) = df

dt
X(t) + f(t) Ddt

X(t)

3. d
dt
(X(t) · Y (t)) = D

dt
X(t) · Y (t) +X(t) · D

dt
Y (t)

4. 将曲线 C 重新参数化，令 t = t(s)，则有

D
ds
X(t(s)) = (

D
dt
X(t))t′(s) (8.11)
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现在我们来推导协变导数的具体表达式。设 X(t) = xα(t)r⃗α(u
1(t), u2(t))，已经知道

dX(t)

dt
=

2∑
α=1

dxα

dt
r⃗α +

2∑
α,β=1

xαr⃗αβ
duβ

dt

=
2∑

α=1

dxα

dt
r⃗α +

2∑
α,β=1

xα(
2∑

γ=1

Γγ
αβ r⃗γ + bαβn⃗)

duβ

dt

=
2∑

α=1

dxα

dt
r⃗α +

2∑
α,β=1

2∑
γ=1

(xαΓγ
αβdu

β)r⃗γ +
2∑

α,β=1

(xαbαβ
duβ

dt
)n⃗

=
2∑

γ=1

dxγ

dt
r⃗γ +

2∑
α,β=1

2∑
γ=1

(xαΓγ
αβ

duβ

dt
)r⃗γ +

2∑
α,β=1

(xαbαβ
duβ

dt
)n⃗

=
2∑

γ=1

(
dxγ

dt
+

2∑
α,β=1

xαΓγ
αβ

duβ

dt
)r⃗γ +

2∑
α,β=1

(xαbαβ
duβ

dt
)n⃗

于是

DX(t)

dt
=

2∑
γ=1

(
dxγ

dt
+

2∑
α,β=1

xαΓγ
αβ

duβ

dt
)r⃗γ =

2∑
α=1

(
dxα

dt
+

2∑
β,γ=1

xβΓα
βγ

duγ

dt
)r⃗α

从表达式不难看出，协变导数只和曲面的第一类基本量有关，确实是内蕴几何研究的范

畴。

8.5.3 平行向量场

定义 8.10. X(t) 是曲面上沿着曲线 C 的切向量场，如果

DX(t)

dt
= 0⃗

则称切向量场 X(t) 沿曲线 C 是平行的。

很容易看出平行向量场有如下性质：
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• 根据 (8.11) 式，平行向量场与正则曲线的容许参数变换无关。

• 根据协变导数性质 3，对平行向量场 X(t) 有

d
dt
(X(t) ·X(t)) =

DX(t)

dt
·X(t) +X(t) · DX(t)

dt
= 0

也就是平行向量场的长度不变，是“常”向量。

我们进一步从方程角度研究平行向量场的性质。根据协变导数的表达式，我们知道

曲线 C 上的向量场 X(t) = xα(t)r⃗α(u
1(t), u2(t)) 平行的充分必要条件为

dxα

dt
+

2∑
β,γ=1

xβΓα
βγ

duγ

dt
= 0, α = 1, 2

其中 Γα
βγ(u

1(t), u2(t))，duγ(t)
dt

都是 t 的已知函数。这是一个关于 xα(t) 的一阶线性常微分

方程组。这意味着，在 t = 0 处 (即在 (u1(0), u2(0)) 点)，给定初值 (x1(0), x2(0))(初始切

向量 X(0))，必然有沿曲线的解 (沿曲线的平行向量场 X(t))。

例 8.11. 在平面上，第一基本形式为 du2 + dv2。因为所有的 Γγ
αβ 均为零，平行向量场的

方程变为
dxα

dt
= 0, α = 1, 2

意味着此时的平行向量场就是通常的常向量场。

8.5.4 通过协变导数引入测地线

有了这些准备工作后，我们来重新审视测地线。从测地曲率的角度出发来看，已经

知道，下列事实等价

1. 曲线 C 的测地曲率为零，

2. 弧长参数下满足下述方程

d(
∑2

γ=1 r⃗γ
duγ(s)
ds

)

ds
= κnn⃗

3. 在弧长参数下有
D(
∑2

γ=1 r⃗γ
duγ(s)
ds

)

ds
= 0⃗
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4. 在任意相容参数下有

D(
∑2

γ=1 r⃗γ
duγ(t)
dt

)

dt
= 0⃗

5. 满足方程

d2uγ

dt2
+

2∑
α,β=1

Γγ
αβ

duα

dt
duβ

dt
= 0, γ = 1, 2

也就是说，所谓测地线，从协变导数的角度出发来看，就是切向量场平行的曲线。我们可

以从这个角度重新定义测地线：

定义 8.12. 如果曲面 S 上的曲线 C : uα = uα(t)，自身的切向量场沿曲线是平行的，即

D(
∑2

γ=1 r⃗γ
duγ(t)
dt

)

dt
= 0⃗

则它是测地线。

显然这一定义与满足测地线方程(8.8)等价。这样定义最大的好处在于：完全的内蕴

的角度，无需外在的曲面上的标架场，只需要内蕴的抽象的第一基本形式即可。

还有很多其他的好处

• 可以直接看出测地线的切向量模长恒为常数；

• 参数变换关系清晰明了：平行的曲线切向量场长度固定，意味着测地线的不

同参数天然就差一个倍数；

• 直接得到测地线方程，方便我们从方程的角度研究测地线，省去了由测地曲

率为零推导测地线方程的复杂过程；

• 反过来，若满足测地线方程，测地曲率 τg = (n⃗′(s), r⃗′(s), n⃗(s)) 为零是显然的。

而有这么多的好处，根本原因在于我们采用了更本质，更内蕴的观点来研究测地线。

最后我们提醒大家注意一点：测地线的切向量场是特殊的平行向量场，但求平行向

量场和求测地线两者仍有一定的区别：
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• 对于曲线上的平行向量场而言，曲线是固定已知的，需要求解的只是向量场

而已；但测地线本身是未知的，曲线是需要求解的对象；

• 反映在方程上，平行向量场的方程

dxγ

dt
+

2∑
α,β=1

xαΓγ
αβ

duβ

dt
= 0, γ = 1, 2

中 duβ

dt
是已知的，方程是关于 xγ(t) 的一阶线性常微分方程；测地线的方程

d2uγ

dt2
+

2∑
α,β=1

Γγ
αβ

duα

dt
duβ

dt
= 0, γ = 1, 2

是关于 uα(t) 的二阶非线性常微分方程。

8.6 切向辐角下的测地曲率和协变导数的 Liouville 公式，以

及测地线方程

测地曲率和测地线，表达式和方程都十分复杂。回忆，在平面曲线的情形，如果采用

方向角 θ 作为参数，则有

κr(s) =
dθ(s)
ds

进而平面曲线相应的方程也得到大大简化。

我们希望利用曲线之间的夹角，将测地曲率 κg 和测地线的方程也写成比较简单的表

达式。

8.6.1 测地曲率的 Liouville 公式

定理 8.13. 设 (u, v) 是曲面 S 上的正交参数系，第一基本形式为 I = E(du)2 + G(dv)2。
C : u = u(s), v = v(s) 是曲面上的一条曲线，s 为弧长参数。假定曲线 C 与 u-曲线的夹

角是 θ，则

κg =
dθ(s)
ds

− 1

2
√
G

∂ logE
∂v

cos θ +
1

2
√
E

∂ logG
∂u

sin θ (8.12)

这一测地曲率的表达式称为Liouville 公式。
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这里的角度 θ，也称为曲线 C 的切向辐角。接下来开始定理的证明。若直接把原有

的测地曲率的表达式(8.6)改写为有关 θ 的表达式，因为要涉及到 Christoffel 符号，运算

会非常复杂。回到最开始的出发点，

de⃗1(s)
ds

= κge⃗2 + κne⃗3

此时，

κg =
de⃗1(s)
ds

· e⃗2

我们希望：不对 r⃗(s) 或 r⃗′(s) 链式法则求导，而是通过和 θ 关联的方式得到 e⃗2 和 de⃗1(s)
ds

。

已经知道 r⃗u, r⃗v 垂直，但是并非单位向量。为了计算更简便，将其单位化。

α⃗1 =
1√
E
r⃗u, α⃗2 =

1√
G
r⃗v

此时，

e⃗1 = cos θα⃗1 + sin θα⃗2

再来计算
de⃗1(s)
ds

=
d
ds

(cos θα⃗1 + sin θα⃗2)

=
dθ
ds

(− sin θα⃗1 + cos θα⃗2) + cos θ
dα⃗1

ds
+ sin θ

dα⃗2

ds
注意到

e⃗2 = − sin θα⃗1 + cos θα⃗2

de⃗1(s)
ds

=
dθ
ds
e⃗2 + cos θ

dα⃗1

ds
+ sin θ

dα⃗2

ds
于是

κg =
d2r⃗(s)
ds2

· e⃗2 =
dθ
ds

+ cos θ
dα⃗1

ds
· e⃗2 + sin θ

dα⃗2

ds
· e⃗2

=
dθ
ds

+ cos2 θ
dα⃗1

ds
· α⃗2 − sin2 θ

dα⃗2

ds
· α⃗1

=
dθ
ds

+
dα⃗1

ds
· α⃗2

至此才把 α⃗1, α⃗2 的具体表达式代入：

dα⃗1

ds
=

d( 1√
E
r⃗u)

ds
=

d 1√
E

ds
r⃗u +

1√
E

(
du
ds
r⃗uu +

dv
ds
r⃗uv

)
dα⃗1

ds
· α⃗2 =

1√
EG

(
du
ds
r⃗uu · r⃗v +

dv
ds
r⃗uv · r⃗v

)
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如果直接代入曲面运动公式，因为需要计算出 Christoffel 符号，不难预期计算过程较为

复杂。注意到此时 r⃗u, r⃗v 虽然并不是单位正交标架，但仍是正交标架。从而1

r⃗uu · r⃗v =
∂

∂u
(r⃗u · r⃗v)− r⃗u · r⃗vu = −r⃗u · r⃗uv

=− 1

2

∂

∂v
(r⃗u · r⃗u) = −1

2

∂E

∂v

r⃗uv · r⃗v =
1

2

∂

∂u
(r⃗v · r⃗v) =

1

2

∂G

∂u

代入可得：

κg =
dθ(s)
ds

− 1

2
√
EG

(
Ev

du
ds

−Gu
dv
ds

)
注意到

e⃗1 =
dr⃗
ds

= r⃗u
du
ds

+ r⃗v
dv
ds

=
√
E
du
ds
α⃗1 +

√
G
dv
ds
α⃗2

比较可得 cos θ =
√
E du

ds
, sin θ =

√
G dv

ds
。最终有

κg =
dθ(s)
ds

− 1

2
√
G

∂ logE
∂v

cos θ +
1

2
√
E

∂ logG
∂u

sin θ

不难看出，能得到简化的结果的根本原因在于：
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对于一般曲面上的一般的曲线，用 Liouville 公式

κg =
dθ(s)
ds

− 1

2
√
G

∂ logE
∂v

cos θ +
1

2
√
E

∂ logG
∂u

sin θ

来计算测地曲率, 因为切向辐角 θ 难于确定，仍然是比较复杂的。但是有两类特殊的曲线，

• u− 曲线，θ ≡ 0，κg1 = − 1
2
√

G

∂ logE
∂v

；

• v− 曲线，θ ≡ π
2
，κg2 =

1
2
√

E

∂ logG
∂u

。

进而有

κg =
dθ
ds

+ κg1 cos θ + κg2 sin θ (8.13)

我们将 (8.13) 式和平面曲线中的表达式 κr(s) =
dθ(s)
ds

比较：

• 一方面，在平面的直角坐标系下，自然有 κg1 = κg2 = 0，即平面曲线的相对

曲率是测地曲率的特例；

• 反之，若有 κg1 = κg2 = 0，则必有 E 只与 u 相关，G 只与 v 相关，也就是

曲面的第一基本形式可以写成：

I = E(u)(du)2 +G(v)(dv)2

令 dũ =
√
E(u)du,dṽ =

√
G(v)dv，则第一基本形式变为标准的

I = (dũ)2 + (dṽ)2

故这样的曲面一定可以和平面建立保长映射。

最后，大家要注意将 (8.13) 式和曲面法曲率和主曲率之间的 Euler 公式(3.12)区别开

来。

*8.6.2 曲线测地曲率和曲面 Gauss 曲率的潜在关联

注意到测地曲率表达式

κg =
dθ(s)
ds

− 1

2
√
EG

(
Ev

du
ds

−Gu
dv
ds

)
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中所有项都包含对 s 的导数，可以改写为

κg =
dθ(s)− 1

2
√

EG
(Evdu−Gudv)
ds

可构造一个只和曲面有关的微分形式

ω = − 1

2
√
EG

(Evdu−Gudv) = −(
√
E)v√
G

du+
(
√
G)u√
E

dv

使得

κg =
dθ(s)
ds

+
ω

ds
特别的，在曲线和 r⃗u 夹角不变的情况下，有

κg =
ω

ds
比如，u-曲线和 v-曲线均属于上述特殊的情形：

κg1 = − Ev

2E
√
G

= −(
√
E)v√
EG

, κg2 =
Gu

2G
√
E

=
(
√
G)u√
EG

而此时，我们可以隐约感觉到 κg1 和 κg2 的表达式，和 Gauss 曲率

K = − 1√
EG

(
(
(
√
E)v√
G

)v + (
(
√
G)u√
E

)u

)
的表达式有一定的相似之处，区别在于一个只有一阶导数，而另外一个包含了二阶导数。

如果大家了解外微分运算话很容易将 ω 和 Gauss 曲率 K 联系起来1：

dω = K
√
EGdu ∧ dv

可见，曲线的测地曲率，特别是测地曲率表达式中的微分形式 ω，和曲面的 Gauss 曲率

有着密切的关系。这种关系，在后来我们处理 Gauss-Bonnet 公式时，会发挥巨大的作用。

8.6.3 切向辐角下测地线的方程

已经知道在曲面 S 上取正交参数系 (u, v)，曲线 C 与 u-曲线的夹角是 θ，则曲线测

地曲率为

κg =
dθ(s)
ds

− 1

2
√
G

∂ logE
∂v

cos θ +
1

2
√
E

∂ logG
∂u

sin θ

1实际上，这里的 ω 就是活动标架法中的联络系数 1 形式，感兴趣的同学可以参考 [18] 的 5.2 节。
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故此时测地线满足

dθ(s)
ds

=
1

2
√
G

∂ logE
∂v

cos θ − 1

2
√
E

∂ logG
∂u

sin θ

表面上看是 θ 关于 s 的常微分方程，但等式右端含包含了 E,G 对 v, u 的导数，且 u, v

和 s 的关系也未知，实际上还需要包含 u, v 和 s 的额外方程。因为 cos θ =
√
E du(s)

ds
，

sin θ =
√
G dv(s)

ds
，有 

du(s)
ds

= 1√
E
cos θ

dv(s)
ds

= 1√
G
sin θ

dθ(s)
ds

= 1
2
√

G

∂ logE
∂v

cos θ − 1
2
√

E

∂ logG
∂u

sin θ

切向辐角表达的测地线方程，虽然比原始的测地线方程(8.8)简化了一些，仍然是比

较难解的。不过在一些特殊的情形下可以较为方便地解出。

例 8.14. 求旋转面 S：r⃗ = (u cos v, u sin v, f(u)) 上的测地线。

我们之前已经初步研究过旋转面上的测地线，知道经线是测地线，但这只是固定切

方向出发的测地线，现在我们需要知道所有其他方向的测地线的形式。

解. 因为测地线是曲面的内蕴几何，故只需要计算曲面的第一基本形式

I = (1 + (f ′(u))2)(du)2 + u2(dv)2

注意到旋转面的第一基本形式已经是正交的，回忆在正交参数系下，利用测地线和 u− 曲

线的夹角，测地线方程可以简化为
du(s)
ds

= 1√
E
cos θ

dv(s)
ds

= 1√
G
sin θ

dθ(s)
ds

= 1
2
√

G

∂ logE
∂v

cos θ − 1
2
√

E

∂ logG
∂u

sin θ

具体代入，有 
du(s)
ds

= 1√
1+(f ′(u))2

cos θ

dv(s)
ds

= 1
u
sin θ

dθ(s)
ds

= − 1

u
√

1+(f ′(u))2
sin θ
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这是一个非线性的常微分方程组。最关键，也是最难的一步，如何来求解这一方程？ 注

意观察，除了 (u, v)，实际上 θ 也是 s 的函数。换言之，一条曲面上的曲线，理论上只要

包含一个参数两个函数即可，故我们需要对上述方程消参。

注意到整个方程的右端，都没有显式地出现 s。自然考虑消去参数 s。此时，对应式

子相除，相当于在 u, v, θ 中选定一个作为曲线的参数，有三种不同的组合。我们最终希

望可以把测地线表示为 u, v 之间的关系，同时希望得到的方程尽量简单，故只有一种组

合符合要求 
dv
du

=

√
1 + (f ′(u))2

u
tan θ

dθ
du

=− 1

u
tan θ

先来求解较为简单的第二个方程。分离变量，有

ctgθdθ = −du
u

可改写为
cos θ
sin θ

dθ = −du
u

即
1

sin θ
d sin θ = −du

u

可解得 u sin θ = c，其中 c 为常数。

再转到第一个方程
dv
du

=

√
1 + (f ′(u))2

u
tan θ

由 u sin θ = c，可得 sin θ = c
u
，进而解出

tan θ = ± c√
u2 − c2

代入，得到
dv
du

= ±
c
√
1 + (f ′(u))2

u
√
u2 − c2

最终

v(u) = v0 ±
∫ u

u0

c
√

1 + (f ′(t))2

t
√
t2 − c2

dt

其中 |c| ≤ u0。当 c 取不同值时，表示过 (u0, v0) 点的各个方向的测地线。特别的，



242 第八章 曲面上的曲线 2——测地线

• 当 u0 = |c| 时，积分式为一个收敛的广义积分，这样的测地线初始斜率无穷大，表

示初始切向量为纬线方向的测地线（测地线本身不是纬线，只是和纬线相切）；回

到方程 u0 sin θ0 = c 可以看得更清晰：此时 sin θ0 = ±1，θ0 = ±π
2
。

• 我们之前有说明，旋转面的经线，也就是 u− 曲线为测地线。在上述积分式中取 c = 0

就对应这一特殊情况。需要注意的是在分离变量求解常微分方程 dθ
du

= − 1
u
tan θ 时，

默认 tan θ 不能恒为零；我们在解 u sin θ = c 中添加这一退化情形，即 u− 曲线，对

应 c 和 sin θ 恒为零。

现在我们来看旋转面当中的一种特殊情况：f ′(u) = 0。此时

I = (du)2 + u2(dv)2

也就是平面上的极坐标。此时积分

v(u) = v0 +

∫ u

u0

c

t
√
t2 − c2

dt = v0 + arcsin
c

u

于是

u sin(v − v0) = c

即

u sin v cos v0 − u cos v sin v0 = c

极坐标系下的直线方程。

实际上在这种特殊情形下，完全没有必要计算复杂的积分，回到初始的方程组中可

以求快捷地出解的形式： u
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直接求解
du
u

= cot(c0 − v)dv

得到

u cos(c0 − v) = C

对比之前的例题8.5，与直接用测地线方程求解相比，利用 Liouville 公式要简单得多！

根本原因是切向辐角（方向角）的方程组是一阶的，相当于对初始二阶测地线方程组已

经进行了降阶。

最后，我们想说的是，切向辐角下的测地线方程，可以很容易地推广，用来研究曲面

上测地曲率不为零的曲线。同样假定是正交参数系，若曲面上曲线的测地曲率为 κg，则

根据 Liouville 公式(8.12)，此时的曲线满足如下方程
du(s)
ds

= 1√
E
cos θ

dv(s)
ds

= 1√
G
sin θ

dθ(s)
ds

= κg +
1

2
√

G

∂ logE
∂v

cos θ − 1
2
√

E

∂ logG
∂u

sin θ

换言之，给定初值的前提下，曲面上的曲线被弧长和测地曲率决定。大家务必将这一方

程组和平面曲线在夹角 θ 下的运动方程(2.10)做比较。

8.6.4 协变导数的 Liouville 公式

在之前的两个小节中我们已经知道切向辐角下的测地曲率和测地线方程都有很大程

度的简化，而测地线是特殊的具有平行切向量场的曲线。自然希望使用切向辐角 θ，可以

简化平行向量场的方程，乃至协变导数的表达式。

和推导 Liouville 公式时的设定一致：取正交参数系，α⃗1, α⃗2 是 r⃗u, r⃗v 的单位化。注意

到

1. 如果切向量场 X 是平行向量场，|X| 为常数。

2. D(fX)
dt

= df
dt
X + f DX

dt

我们最终要研究的情形就是平行向量场，同时，任何一个向量场都可以改写为 X = |X|X0，

X0 是 X 的单位化，也就是普通向量场的协变导数都可以用单位向量场的协变导数表示。
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与曲线测地曲率的 Liouville 公式对比之后，我们可以类似地定义 κg(X) = dX
ds

· X⊥

为向量场 X 沿曲线的测地曲率。κg(X) = 0 的向量场就是平行向量场。于是

dθ(s)
ds

= κg(X) +
1

2
√
EG

(
Ev

du
ds

−Gu
dv
ds

)
这一公式可以理解为：

• θ 的变化，也就是切向量转动，驱动力由两方面提供：一方面是源自切向量

场的测地曲率 κg(X)，另一方面是源自与切向量场自身无关，曲面上曲线的
1

2
√

EG

(
Ev

du
ds

−Gu
dv
ds

)
。

• 作为一种特殊情况，沿着曲线 C 的单位向量场 X 是平行向量场的充要条件

为
dθ(t)
dt

=
1

2
√
EG

(
Ev

du
dt

−Gu
dv
dt

)
可以理解为向量场的转动完全被曲线决定，切向量场没有“内在”的转动，是

“平行”的。

最后，我们为了避免与曲线的测地曲率混淆，一般还是直接使用 dX
ds

·X⊥，来代表曲

线上向量场的测地曲率 κg(X)。

8.6.5 向量场测地曲率的进一步理解

简便起见，曲线取弧长参数 s。之前已经证明了，对于和 r⃗u 夹角为 θ 的单位向量场

X，有
dX
ds

·X⊥ =
dθ(s)
ds

− 1

2
√
EG

(
Ev

du
ds

−Gu
dv
ds

)
注意到

− 1

2
√
EG

(
Ev

du
ds

−Gu
dv
ds

)
只和曲线有关，若有另外一个单位向量场 Y 和 r⃗u 夹角为 ϕ，

dY
ds

· Y ⊥ =
dϕ(s)
ds

− 1

2
√
EG

(
Ev

du
ds

−Gu
dv
ds

)
记 ψ = θ − ϕ，则有

dX
ds

·X⊥ − dY
ds

· Y ⊥ =
dψ(s)
ds

(8.14)
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我们来看上述式子的特殊情况。取 X 为曲线自身的切向量 dr⃗
ds

，取 Y 为某一单位平行向

量场。即
dX
ds

·X⊥ = κg,
dY
ds

· Y ⊥ = 0

此时(8.14)式变为

κg =
dψ(s)
ds

即一条曲线的测地曲率，等于这条曲线的切向量和一个平行向量场的夹角关于弧长参数

的变化率。大家不难发现，这几乎复刻了平面曲线 κr =
dθ
ds

的结果。

8.7 测地坐标系和常曲率曲面

通过之前的学习，我们看到曲面上的测地线相当于平面上的直线。在平面上，我们

当然使用由正交直线构成的直角坐标系。在曲面上，我们也自然希望能有由测地线构成

的参数系。

曲面上能否有两族相互正交的测地线呢？ 不妨设为 u-曲线和 v-曲线是相互正交的

测地线。我们在8.6.1小节中计算了正交参数系下的坐标曲线的测地曲率：

• u− 曲线，θ ≡ 0，κg1 = − 1
2
√

G

∂ logE
∂v

；

• v− 曲线，θ ≡ π
2
，κg2 =

1
2
√

E

∂ logG
∂u

。

倘若 u-曲线和 v-曲线均为测地线，则有 ∂E
∂v

≡ ∂G
∂u

≡ 0。已经说明这样的曲面一定可以和

平面建立保长映射。换言之，只要曲面的 Gauss 曲率不是恒为零，就不可能存在相互垂

直的测地参数曲线网。退而求其次，在参数曲线网中，只要求 u-曲线为测地线，而 v-曲
线仅仅与 u-曲线正交，不一定为测地线。这样的 (u, v) 称作测地坐标系。接下来，我们

具体来构造两类测地坐标系。

8.7.1 测地平行坐标系

构造步骤如下：

1. 在曲面 S 上取定一条测地线 C，以参数 v 作为弧长参数。曲线 C 上有和曲面相容

的单位正交标架场 {e⃗1, e⃗2, e⃗3}。
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2. 考虑 C 上的向量场 e⃗2，过曲线 C 上任一点，有以单位向量 e⃗2 为初始切向量的测

地线，设这些测地线以 u 为弧长参数。

3. 记这一族测地线为 Σ，Σ 覆盖了曲线 C 的邻域 U（证明较困难，直接承认结论），

存在参数系 (u, v)。

根据构造过程，此时每一条 v = const 的 u− 曲线都是测地线，但是只有 u = 0 对应

测地线 v− 曲线 C 和 u− 曲线正交。我们希望能够说明其他的 v− 曲线也和 u− 曲线正

交。

记此时曲面的参数方程为 r⃗(u, v)。我们要说明 F = r⃗u · r⃗v = 0。考虑

∂F

∂u
=
∂(r⃗u · r⃗v)

∂u
= r⃗uu · r⃗v + r⃗u · r⃗vu

最直接的想法是代入运动公式计算 r⃗uu 和 r⃗vu，可想而知，会出现 Christoffol 记号，计算

是很麻烦的。

我们希望直接利用测地线的性质来简化计算，回忆：测地线等价于

d2r⃗(s)
ds2

=
d(
∑2

γ=1 r⃗γ
duγ(s)
ds

)

ds
= κnn⃗

这里的参数 u 就是弧长参数，从而有

r⃗uu = κnn⃗

进而 r⃗uu · r⃗v = 0。

如果想不到直接利用测地线的性质，利用测地线方程计算 Christoffol 记号的值也是

可行的。根据曲面上自然标架的运动公式：

r⃗uu =
2∑

γ=1

Γγ
11r⃗γ + b11n⃗

于是

r⃗uu · r⃗v =
2∑

γ=1

Γγ
11gγ2

需要根据测地线的性质计算出 Γγ
11。回忆测地线满足的方程：

d2uγ

ds2
+

2∑
α,β=1

Γγ
αβ

duα

ds
duβ

ds
= 0, γ = 1, 2
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此时，s = u，v = v0，于是对 γ = 1, 2 都有 Γγ
11 = 0。同样可以说明 r⃗uu · r⃗v = 0。

再根据 u− 曲线都是测地线，|r⃗u| 恒为常数 1，从而

r⃗u · r⃗vu = r⃗u · r⃗uv =
1

2

∂(r⃗u · r⃗u)

∂v
= 0

综合可得 ∂F
∂u

= r⃗uu · r⃗v + r⃗u · r⃗vu = 0。但是根据构造过程，在 u = 0 时，F (0, v) = 0，对

任意的 v 都成立。从而有 F (u, v) ≡ 0。

此时，曲面的第一基本形式为

I = (du)2 +G(u, v)(dv)2

且在 u = 0 时，参数 v 是曲线 C 的弧长参数。因此

G(0, v) = 1

又曲线 C : u = 0 本身是测地线，它的测地曲率

κg2|u=0 =
1

2

∂ logG
∂u

|u=0 = 0

从而

Gu(0, v) = 0

于是有：我们构造出的参数系 (u, v)，使得曲面的第一基本形式为

I = (du)2 +G(u, v)(dv)2

其中，函数 G(u, v) 满足条件

G(0, v) = 1, Gu(0, v) = 0

这样的参数系 (u, v) 称为测地平行坐标系。

反过来，如果有一个参数系 (u, v)，它对应的第一基本形式满足上面的条件，那么这

时 (u, v) 是正交参数系，且 u = 0 的 v− 曲线，以及所有的 u− 曲线都是测地线。

命题 8.15. 在曲面 S 的每一点附近的小邻域内必定存在测地平行坐标系 (u, v)，使得曲面

的第一基本形式为

I = (du)2 +G(u, v)(dv)2

其中，函数 G(u, v) 满足条件

G(0, v) = 1, Gu(0, v) = 0
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不难发现，测地平行坐标系有如下性质：

• 第一基本形式的样式保证了所有的 u-曲线均为测地线；

• 只有 u = 0 的 v-曲线 C 是测地线，其他 v-曲线并非测地线；

• 平面上的测地平行坐标系就是通常的直角坐标系。

测地平行坐标系是一种特殊的测地坐标系，我们接着研究其他特殊形式的测地坐标

系。

8.7.2 测地极坐标系

现在我们从曲面上一点 p 出发，来构造测地线族 Σ，以及和
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也就是 F (s, θ) 关于 s 是常数。区别在于此时 F (0, θ) 并没有定义。但是

F (s, θ) = (r⃗s · r⃗θ) = |r⃗s||r⃗θ| cos∠(r⃗s, r⃗θ)

注意到 lims→0 |r⃗s| = 1，lims→0 r⃗θ = r⃗θ(0, θ) = 0⃗，有

lim
s→0

F (s, θ) = 0

从而 F (s, θ) ≡ 0。

此时曲面的第一基本形式可以写为：

I = ds2 +G(s, θ)dθ2

而且，根据之前的讨论，有

lim
s→0

G(s, θ) = lim
s→0

(r⃗θ · r⃗θ) = 0

实际上，我们还可以得到G(s, θ) 更精细的性质。注意到在欧氏平面的极坐标系中，|r⃗θ(s, θ)| =
s，测地极坐标系中也有类似关系成立，即 lims→0(

√
G(s, θ))s = 1，但严格证明这一关系

需要引入指数映射以及法坐标系的概念，复杂程度超出本讲义的范畴，感兴趣的同学可

以参考 [19]。

总而言之

命题 8.16. 在曲面 S 的每一点附近的小邻域内必定存在测地极坐标系 (s, θ)，使得曲面的

第一基本形式为

I = (ds)2 +G(s, θ)(dθ)2

其中，函数 G(s, θ) 满足条件

lim
s→0

√
G(s, θ) = 0, lim

s→0
(
√
G(s, θ))s = 1

反过来，如果有参数系 (s, θ) 使得它对应的第一基本形式满足命题中的条件，这样的

参数系也一定是由一点出发的测地线族构成的。

测地极坐标系可以看作是平面上极坐标系的推广，在很多微分几何问题的研究中，比

测地平行坐标系更有用。

下一小节中，我们可以看到测地坐标系在研究常曲率曲面中的应用。
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8.7.3 常曲率曲面

先回顾一下定义，Gauss 曲率为常数的曲面称为常曲率曲面。我们之前就有接触过

常曲率曲面：

• 第四章中计算了常曲率旋转曲面的参数方程；

• 第五章中证明了无脐点的 Gauss 曲率为零的曲面一定是可展曲面，进而一定可以与

平面建立保长对应。

现在我们利用更高级的工具，也就是测地坐标系，来更高效地研究常曲率曲面，特别是

其内蕴几何。在曲面上取测地平行坐标系 (u, v)，于是第一基本形式为

I = (du)2 +G(u, v)(dv)2

其中，函数 G(u, v) 满足条件

G(0, v) = 1, Gu(0, v) = 0

根据 Gauss 曲率的内蕴表达式

K = − 1√
EG

(
(
(
√
E)v√
G

)v + (
(
√
G)u√
E

)u

)
= − 1√

G
(
√
G)uu

现在假定曲面 S 的 Gauss 曲率 K 是常数，上式可改写为：

(
√
G)uu +K

√
G = 0

也就是
√
G 作为 u 的函数满足上述二阶常系数齐次线性方程。特别需要注意，由于实际

上 G 不仅仅是 u 的函数，还和 v 有关。严格地讲，对于每一个给定的 v0，有关于 u 的

二阶常系数齐次线性方程：

(
√
G(u, v0))uu +K

√
G(u, v0) = 0 (8.15)

显然，这些方程对任意的 v0 都是可解的。具体来看，其特征方程为

λ2 +K = 0
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根据 K 的不同符号，方程 (8.15) 的通解为

K > 0,
√
G = a(v0) cos(

√
Ku) + b(v0) sin(

√
Ku),

K = 0,
√
G = a(v0) + b(v0)u,

K < 0,
√
G = a(v0) cosh(

√
−Ku) + b(v0) sinh(

√
−Ku),

且在 u = 0 时满足初始条件：

G(0, v0) = 1, Gu(0, v0) = 0

将通解代入初始条件，可以确定系数。方程的解为

K > 0,
√
G = cos(

√
Ku),

K = 0,
√
G = 1,

K < 0,
√
G = cosh(

√
−Ku).

因此，常曲率曲面在测地平行坐标系下的第一基本形式为

K > 0, I = (du)2 + cos2(
√
Ku)(dv)2,

K = 0, I = (du)2 + (dv)2,

K < 0, I = (du)2 + cosh2(
√
−Ku)(dv)2.

定理 8.17. 有相同常数 Gauss 曲率的任意两块曲面在局部上必定可以建立保长对应。

• 这一定理限定在“局部”才能建立保长对应，直接原因是测地平行坐标系的

存在是局部的，但深层次的根本原因是在于曲面拓扑的影响。

• 大大推广了第六章中关于零曲率曲面的推论7.9，完全不需要有非脐点的限制，

就可以和平面建立保长对应。原因也很简单，内蕴的问题，用内蕴的工具——

测地线，来解决是最自然不过的。如果使用外在的工具，如正交曲率线网，极

有可能引入额外不必要的限制。

• 用测地极坐标系也可以证明。

利用测地坐标系，还可以研究常曲率曲面更细致的几何性质1，比如测地圆周的周长

等，感兴趣的同学可以参考 [19]。

1测地坐标系可以用来研究一般黎曼流形的性质，常曲率曲面只是最简单的原型。



本章注记 253

本章注记

测地线这一章内容，是整个课程中最重要的内容。其重要性主要体现在以下两个方

面：

• 测地线，以及由测地线构成的测地坐标系，是研究内蕴几何的最重要的工具；

• 测地线是特殊的曲面上的曲线，这一章内容融合了之前关于曲线和曲面的全

部知识，掌握了测地线，就可以更全面，更深刻地理解曲线论和曲面论；

• 在研究测地线的时候，我们引入了协变导数这一概念，协变导数还有一个更

响亮的名字：联络a。协变导数在后续微分几何中出现的频率，甚至要高于测

地线本身。

a参见 [19] 。

测地线这一部分内容难度较高。学起来吃力的同学可以先复习一下平面曲线的内容，

曲面上的曲线的很多知识点和平面曲线的知识点是相互对应的，可以视为平面曲线的推

广。

考虑到适当的降低难度，我们这里没有从长度泛函的变分，Jacobi 场的角度来讨论

测地线的极短性。虽然大部分本科教材 [18] [10]对这一部分内容都有介绍，但是往往限于篇

幅，不够全面；建议感兴趣的同学直接参考研究生教材 [19]。

最后再简单提一下协变导数，在更一般的黎曼流形上，我们更习惯于使用联络这一

称谓。在后续黎曼几何的很多地方，都会遇到联络，而且会重现我们构造协变导数的过

程，比如：

• 黎曼联络完全由流形上的度量决定，是内蕴的；

• 外围流形的联络可以诱导出子流形上的联络，即将外围联络垂直投影到子流形的切

空间上。

如果同学们现阶段能够很好地理解协变导数的话，那么之后学习黎曼几何遇到联络这一

概念时必然驾轻就熟。



254 第八章 曲面上的曲线 2——测地线



Chapter 9

高阶工具：解析函数和 Laplace 算子

9.1 保角映射

9.1.1 保角映射的定义与判定

已经知道，两张曲面之间不一定能建立保长对应；建立保长对应的充分必要条件是

有相同的第一基本形式。放在平面这一特殊的曲面上，保长对应相当于是三角形的全等。

我们同时也知道保长度自然也会保角度，能否放松要求，就像只要求三角形相似（保角），

而不要求全等（保长）？于是引入

定义 9.1. 设 σ : S1 → S2 是正则参数曲面间的一一对应，并且它和它的逆映射都是 3 次

以上的连续可微映射。如果在每一点 p ∈ S1，切映射 σ∗p : TpS1 → Tσ(p)S2 都保持切向量

的夹角不变，即对于任意的 X,Y ∈ TpS1 都有

∠(σ∗p(X), σ∗p(Y )) = ∠(X,Y )

则我们称 σ 为曲面 S1 和 S2 之间的保角对应。

我们希望判定具体给定的一个曲面间的映射 σ 是否是保角对应，但按定义每点都计

算角度是件非常麻烦的事情。于是引入

定理 9.2. 假定正则参数曲面 S1 和 S2 的第一基本形式分别是 I1 和 I2，则 σ : S1 → S2 是

255
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保角对应的充分必要条件是：曲面 S1 上存在正的连续函数 λ，使得

λ2(u1, v1)

(
E1(u1, v1) F1(u1, v1)

F1(u1, v1) G1(u1, v1)

)
= J

(
E2(u2, v2) F2(u2, v2)

F2(u2, v2) G2(u2, v2)

)
JT

其中

J =

(
∂u2

∂u1

∂v2
∂u1

∂u2

∂v1

∂v2
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必要性的证明相对复杂。由于 σ 是保角对应，σ 必然非退化（否则有非零向量映为

零向量，和保角相冲突）。可取 S1 和 S2 的适用坐标系，不妨都记为 (u, v)。接下来我们

来证明两组第一类基本量成比例。

设 S1 和 S2 的参数方程为 r⃗1(u, v) 和 r⃗2(u, v)，因为是适用参数系，故

σ(r⃗1(u, v)) = r⃗2(u, v)

根据保角对应的条件，有

cos∠(∂r⃗1
∂u

,
∂r⃗1
∂v

) = cos∠(∂r⃗2
∂u

,
∂r⃗2
∂v

)

即
F1√
E1G1

=
F2√
E2G2

单独这一等式无法导出成比例的关系式。事实上保角对应保所有的角度，因此我们可以

选更多的角度。对任意的 t，有

cos∠(∂r⃗1
∂u

, t
∂r⃗1
∂u

+
∂r⃗1
∂v

) = cos∠(∂r⃗2
∂u

, t
∂r⃗2
∂u

+
∂r⃗2
∂v

)

即
tE1 + F1√

E1(t2E1 + 2tF1 +G1)
=

tE2 + F2√
E2(t2E2 + 2tF2 +G2)

于是
t2(E1)

2 + 2tE1F1 + (F1)
2

t2(E1)2 + 2tE1F1 + E1G1

=
t2(E2)

2 + 2tE2F2 + (F2)
2

t2(E2)2 + 2tE2F2 + E2G2

分子减分母有

(F1)
2 − E1G1

t2(E1)2 + 2tE1F1 + E1G1

=
(F2)

2 − E2G2

t2(E2)2 + 2tE2F2 + E2G2

即
t2(E1)

2 + 2tE1F1 + E1G1

g1
=
t2(E2)

2 + 2tE2F2 + E2G2

g2

其中 g1 = E1G1 − (F1)
2，g2 = E2G2 − (F2)

2。令 f[<03b8>]TJψ/F4ψ11.95521.339ψTd[<03b819]TJψ/F5ψ11.9552ψTfψ4.733ψ1.793ψTd[(=)]TJψ/F4ψ11.9552ψTfψ12.62ψ-1.793ψTd[<0209ψ[<0067.9701ψTfψ5.605ψ[<9776ψTd[<00TJψ/F1qψ.4782ψwψ81.45ψ-476.446ψm272F10ψ7-50(2)4446ψ82F4ψ27-50(2)449552ψTfψ28662ψ-1.793ψTd272F10ψ7-50/F4517.9701ψTfψ8.665ψ[<9776ψTd[6.2]TJψ/F1qψ.4782ψwψ81..732ψ-4.339ψTd[5]TJψ/5g�¸π1 + tF2 + E1
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即
f1
f2

=
E1

E2

=
F1

F2

=
G1

G2

定理中的必要性得证。

对于给定曲面间的映射，可以通过之前的定理判定它是否为保角对应。但实际中我

们遇到更多的情况是：给定了两个曲面，是否存在保角对应。为了避免参数变换时第一

类基本量中出现复杂的 Jacobi 矩阵，我们往往使用第一类基本形式来替代第一类基本量，

即

推论 9.4. 两个曲面能建立保角对应，充分必要条件为取到合适的坐标系，都记为 (u, v)，

使得两者的第一基本形式差一个函数倍，即

I2 = λ(u, v)I1.

证明. 倘若能建立保角对应，根据之前的定理，

E2(u, v) =λ
2(u, v)E1(u, v)

F2(u, v) =λ
2(u, v)F1(u, v)

G2(u, v) =λ
2(u, v)G1(u, v)

自然有 I2 = λ(u, v)I1。

反之，如果有 S1 和 S2 上的公共的坐标系 (u, v)，使得 I2 = λ(u, v)I1。则我们可以

构造 S1 到 S2 的映射 σ，

σ(r⃗1(u, v)) = r⃗2(u, v)

即取映射 σ 使得 (u, v) 为适用参数系。根据之前的定理可以验证必为保角对应。

从以上的定理和推论来看：保长映射是特殊的保角映射；映射如果保长的话，必然

也保角。

9.1.2 保角映射的例子与应用

例 9.5. 设 D 是 C 上的区域，已知复函数 f 在 D 上解析，且 f ′(z) ̸= 0。若将函数 f 视

为 R2 到 R2 的映射，则 f 为保角映射。
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令 w = f(z)，其中 z = u+ iv，w = ũ+ iṽ。此时 (u, v) 和 (ũ, ṽ) 均可作为 R2 的坐

标，显然有 E = G = 1, F = 0，Ẽ = G̃ = 1, F̃ = 0。

此时 f 由二元函数组

 ũ(u, v)

ṽ(u, v)
表示，记它的 Jacobi 矩阵为 J =

(
∂ũ
∂u

∂ṽ
∂u

∂ũ
∂v

∂ṽ
∂v

)
，于是

J

(
Ẽ F̃

F̃ G̃

)
JT = JJT =

(
(∂ũ

∂u
)2 + (∂ũ

∂v
)2 ∂ũ

∂u
∂ṽ
∂u

+ ∂ũ
∂v

∂ṽ
∂v

∂ṽ
∂u

∂ũ
∂u

+ ∂ṽ
∂v

∂ũ
∂v

( ∂ṽ
∂u
)2 + (∂ṽ

∂v
)2

)
而 f(z) 解析，根据 Cauch-Riemann 方程：

∂ũ

∂u
=
∂ṽ

∂v
,

∂ṽ

∂u
= −∂ũ

∂v

上式的右端可以写为 (
(
∂ũ

∂u
)2 + (

∂ṽ

∂u
)2
)(

1 0

0 1

)
= |f ′(z)|2

(
1 0

0 1

)
又 |f ′(z)| ̸= 0，根据定理9.2，f 为保角映射。

上述例子其实就是我们在复变函数课程中学习过的所谓的共形映射：

定义 9.6. 设 D1，D2 为复平面 C 上的两个区域，如果解析函数 f 是区域 D1 到 D2 的双

射（一一且可逆），且 |f ′(z)| 在 D1 上不为零，则 f 构成的映射称为共形映射。

例 9.7. 在单位球面 x2 + y2 + z2 = 1 上，命

N = (0, 0, 1)，对于赤道平面上的任意一点

p = (u, v, 0)，可以作唯一一条直线过 N，p

两点，它与球面有唯一的交点，记为 p′。反

之，若有球面上 p′ 点，同样也可唯一确定平

面上的点 p。也就是我们建立了除 N 点外球

面和平面间的一一对应，称为球极投影。

可以计算，点 p′ 的坐标1是：

x =
2u

u2 + v2 + 1
, y =

2v

u2 + v2 + 1
, z =

u2 + v2 − 1

u2 + v2 + 1

1这里的球极投影和复变函数中的球极投影是一致的，记 z = u+ iv，有

x =
z+ z̄

|z|2 + 1
, y =

1√
−1

z− z̄

|z|2 + 1
, z =

|z|2 − 1

|z|2 + 1
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也就是说，单位球面的参数方程除了

r⃗(θ, ϕ) = (cos θ cosϕ, cos θ sinϕ, sin θ)

这个用经度纬度表示的形式外，(u, v) 也可以作为除 N 点外的球面的参数坐标，此时的

参数方程可以写成如下形式：

r⃗(u, v) =

(
2u

u2 + v2 + 1
,

2v

u2 + v2 + 1
,
u2 + v2 − 1

u2 + v2 + 1

)
.

不难得到参数 (u, v) 下单位球面的第一基本形式，

I =
4

(u2 + v2 + 1)2
(du2 + dv2)

此时，

• 球极投影表示为从球面的参数 (u, v) 映到平面的参数 (u, v)，即 (u, v) 是球极投影

的适用参数系；

• 在适用参数系下，球面的第一类基本量与平面的第一基本量成比例。

根据定理9.3，球极投影是球面（除去北极点）到平面的保角对应。

例 9.8. 试建立球面和圆柱面之间的保角映射。

很难从几何角度构造出保角映射本身，我们尝试利用推论9.4，通过参数变换，将其

中一张曲面的第一基本形式改写成另一张曲面的第一基本形式的倍数，进而设定适用参

数系，得到用参数表达的保角对应。

首先比较球面和柱面的第一基本形式，

球：I = (dθ)2 + cos2 θ(dϕ)2

柱：Ĩ = (dh)2 + (dψ)2

注意到不可能有 dψ = cos θdϕ。再注意到单变量的微分式必然是全微分，且在参数

正则的要求下（刨去南北极点后）有 cos θ ̸= 0，从而考虑

I = cos2 θ
(

1

cos2 θ
(dθ)2 + (dϕ)2

)
令 dh = 1

cos θ
dθ，有

h(θ) =

∫ θ

0

1

cos t
dt = log tan(

θ

2
+
π

4
)
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于是 σ :

h = log tan( θ
2
+ π

4
)

ψ = ϕ
给出了保角对应。这样的保角对应称为Mercator 投影。

保角映射能有什么实际用处？ 绘制地图，用球极投影将地球面上的图形映到纸面上。

然而并没有完全解决。

缺陷 1：这里的球极投影定义域也非整个球面，需要去掉北极点，同时平面需要无限

大。

缺陷 2：注意到在参数 (u, v) 系下，球面的第一基本形式为：

I =
4

(u2 + v2 + 1)2
(du2 + dv2)

亦或再做参数变换后（相当于把平面从赤道平移至南极点）

I =
1

(u2/4 + v2/4 + 1)2
(du2 + dv2)

其面积元为 1
(u2/4+v2/4+1)2

dudv，这说明在平面的原点和南极点 S 附近，球极投影除了能

保持形状外，大小也能基本保持，这样图形看起来和真实的效果差异不大。但是当远离

南极点后，穿越赤道，甚至接近北极点，面积元前的系数迅速减小，投影后得到的图形与

实际人的视觉感官就会有非常大的区别。

如何解决这些问题？ 南北极还是用通常的球极投影这一保角对应。赤道附近要换用

Mercator 投影（现实中一副完整的世界地图由三部分构成）。根据 Mercator 投影的具体

表达式

σ :

h = log tan( θ
2
+ π

4
)

ψ = ϕ

它在赤道附近较为真实，越靠近南北极越失真（比如，地图上格陵兰岛的面积比非洲大

陆都大）。

最后我们做一些概念的辨析，保角变换，有时也称为保形变换，共形变换。但这里的

保形，共形并不是说整体的形状一样，而是仅仅是局部“保形”“共形”。具体来看

• 如果保角对应中的系数 λ(u, v) 为一常数 1，则此时的保角对应必为保长对应，它在

适用参数系下的 Jacobi 矩阵整体上为单位矩阵 Id；换言之，保长对应整体上保证

两个曲面一模一样。

• 如果保角对应中的系数 λ(u, v) 为某一正常数 c ̸= 1，虽然此时的映射不是保长映

射，但是我们可以将 (u, v) 放缩常数倍，构造一个新的保长映射；也就是两张曲面

整体形状完全相同，大小不同，但是可以通过整体的放缩使得两张曲面相同。
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• 如果保角对应中的系数 λ(u, v) 是变化的，则只能局部上保证两个曲面形状一样（确

切地说是在切空间上“形状相同”），但大小不同；实际整体上的形状也不同。

不过，在一些特殊的情形下，保角映射可以保持曲面上某类特殊几何对象“形状”不

变。我们还是以单位球面到平面的球极投影为例说明。大家学过复变知道，球极投影将

球面上的圆映为平面上的圆，只是大小不同而已。这是因为球面上的圆均由平面

x

a
+
y

b
+
z

c
= 1

截出。此时，平面上点的坐标满足：

2u

a
+

2v

b
+
u2 + v2 − 1

c
= u2 + v2 + 1

即
1− c

c
u2 +

2u

a
+

1− c

c
v2 +

2v

b
= 1 +

1

c

要么是圆，要么是直线（圆的特例）。

9.2 等温参数系

9.2.1 等温参数系与保角映射的关联

目前，我们已经得到了从球面到平面（球极投影），球面到圆柱面（Mercator 投影）

的保角映射。显然，这些曲面间是不可能有保长映射的。也就是说相比保长对应，保角对

应确实在更广的范围内存在。那么，保角对应存在的范围到底有多大呢？

回过头来看例9.5，构造两张复平面之间的保角映射，只需要找到复平面之间解析函

数即可。换言之，我们能否在一张曲面上找到类似于复数“z”这样的，与第一基本形式

相容的坐标，就是能否构造保角映射的关键。

已知曲面 S 上已有正则参数 (u, v)，对应的度量矩阵为

(
E F

F G

)
。不妨令 z = u+ iv。

在复平面上，我们知道 iz = −v + iu 是平面上的一个保持定向的转动，也就是刚体运动。

那么，在一般的曲面上，我们自然也希望这样的转动在局部一点的切空间上是和第一基

本是相容的1。具体来看，假设 z = u+ iv 已经是这样使得 i 和第一基本形式相容的参数

1注意这里并非是说纯虚数“i”的数乘可以视为曲面 S 到自身的保长映射，而是说纯虚数“i”在切空
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系，考虑任意一点处切空间上的映射 i∗

(
∂

∂u
∂
∂v

)
=

(
0 1

−1 0

)(
∂

∂u
∂
∂v

)
。我们希望它是内积下

的同构，类似于之前保长映射中的讨论，有(
E F

F G

)
=

(
0 1

−1 0

)(
E F

F G

)(
0 1

−1 0

)
于是 (

E F

F G

)
=

(
G −F
−F E

)
即 E = G,F = 0。也就是与第一基本形式相容的复坐标，一定会使得第一基本形式成为

λ2
(
(du)2 + (dv)2

)
反之，若有参数系 (u, v) 使得第一基本形式写成上述形式，令 z = u+ iv，则 i 所诱导出

的切空间上的映射必然与第一基本形式相容。

定义 9.9. 曲面 S 上参数系 (u, v)，如果复化后，也就是 z = u + iv 与曲面的第一基本形

式相容，则称为等温参数系。等温参数系等价于说在 (u, v) 下，曲面 S 的第一基本形式

可以写为

λ2
(
(du)2 + (dv)2

)
注意到 (du)2 + (dv)2 是平面的第一基本形式，再结合推论9.4来看，这相当于说如果

曲面 S 上存在等温参数系的话，曲面 S 一定可以和平面局部建立保角映射。反之，如果

曲面 S 可以和平面局部建立保角映射，平面上的标准坐标也可以视为曲面上的等温参数

系。总之，曲面能否和平面建立保角映射，等价于曲面上是否存在等温参数系。

例 9.10. 由于球极投影给出了从单位球面到平面的保角对应，从而坐标 (u, v) 就是球面上

的等温参数系。此时

• 参数 (u, v) 下球面的第一基本形式变为了标准平面第一基本形式的函数倍

I =
4

(u2 + v2 + 1)2
(du2 + dv2)

• 等温参数系的存在是局部的，确实不包括极点。
间诱导出的复结构和第一基本形式相容。严格地讲，就是曲面 S 能否找到一个复结构，匹配已有的度量，

成为 Kähler 流形；这要求复结构和度量相容，同时复结构对应的 2-形式是闭的。但是曲面是 2 维流形，其

上 2-
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9.2.2 等温参数系的存在性

现在核心的问题已经转化为，任给一张内蕴的曲面，也即是说第一基本形式确定，曲

面上是否存在等温参数系。实际上，有

定理 9.11 (Korn-Lichtenstein). 任意一张正则曲面 S，给定光滑的第一基本形式后，局部

上一定存在坐标系 (u, v)，使得第一基本形式可以写为

λ2(u, v)
(
(du)2 + (dv)2

)
其中 λ(u, v) 是非零的函数。

这一定理非常深刻，断言了任意曲面上等温参数系的局部存在性。它可以归结为复

值的一次微分式积分因子的存在性。具体来看。

首先，任给曲面的第一基本形式

I = Edx2 + 2Fdxdy +Gdy2

注意到

(
E F

F G

)
是个正定矩阵。我们知道一个实对称矩阵 A 为正定矩阵的充分必要条件

是存在可逆阵 P，使得 A = PP T 。为方便读者，我们具体把这一过程写出。因为

(
E F

F G

)
实对称，故存在由单位特征向量拼成的正交矩阵 T，使得(

E F

F G

)
=Tdiag(λ1, λ2)T T

=Tdiag(
√
λ1,
√
λ2)diag(

√
λ1,
√
λ2)T

T

=Tdiag(
√
λ1,
√
λ2)(Tdiag(

√
λ1,
√
λ2))

T

其中，λ1, λ2 为矩阵正的特征值。如果 λ1 = λ2，此时的度量矩阵

(
E F

F G

)
直接成为了数

量矩阵，意味着已经成为等温参数系；如果 λ1 ̸= λ2，则每个实特征值对应的单位特征向

量是确定的（只可能差一个正负号）。假设 Tdiag(
√
λ1,

√
λ2) =

(
a1 a2

b1 b2

)
，则有

(
E F

F G

)
=

(
a1 a2

b1 b2

)(
a1 a2

b1 b2

)T

=

(
a21 + a22 a1b1 + a2b2

a1b1 + a2b2 b21 + b22

)
(9.1)
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接着，令 θ1 = a1dx+ b1dy, θ2 = a2dx+ b2dy 为实的微分形式，我们断言第一基本形

式可以改写为

I = θ21 + θ22

这是因为代入具体表达式后

θ21 + θ22 = (a21 + a22)dx2 + 2(a1b1 + a2b2)dxdy + (b21 + b22)dy2

而(9.1)式断言了这就是原先的第一基本形式 I = Edx2 + 2Fdxdy +Gdy2。
最后，再来考虑一个复值的微分形式：

ϕ = θ1 + iθ2

于是有

I = ϕϕ̄ = (θ1 + iθ2)(θ1 − iθ2) = θ21 + θ22

注意到在复值的情形下，记 c 是一个模长为 1 的复数（复函数）

I = cϕ(c̄ϕ) = ϕϕ̄

故这样的 ϕ 在相差一个模长为 1 的复数的意义下是唯一存在的。如果有复值的连续可微

函数 λ 和 z，使得

dz = λϕ

记 z = u+ iv，则有

I =
1

|λ|2
dzdz̄ =

1

|λ|2
((du)2 + (dv)2)

此时 (u, v) 成为了等温参数系。总而言之，复值一次微分式积分因子的存在性等同于等

温参数系的存在性。

复值一次微分式积分因子存在性的证明非常复杂，本质上是要求解 ∂̄ 这一非线性偏

微分方程，远比附录F中实的一次微分式积分因子的存在性困难。在较短的篇幅内梳理清

晰复的情形的证明思路已经远远超出笔者的能力范畴，请感兴趣的同学参考 [22]中的第 11
章。更特殊一些，Gauss 在第一基本形式中系数 E,F,G 都是 u, v 的实解析函数这一特殊

条件下也给出了证明（参见附录F）。

再根据之前的讨论，不难进一步得到

推论 9.12. 任意一个正则参数曲面 S 的每一点都有一个邻域可以和平面上一个开区域建

立保角对应。再根据保角映射的复合仍然是保角映射，任意两个正则参数曲面在局部上

都可以建立保角对应。
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例 9.13. 试建立旋转面

r⃗(u, v) = (f(u) cos v, f(u) sin v, g(u))

和平面的保角对应。

解. 旋转面的第一基本形式为

I = f 2(u)(dv)2 + (f ′2(u) + g′2(u))(du)2

最直接的想法：令 u = u(x, y), v = v(x, y)，有

du =
∂u

∂x
dx+

∂u

∂y
dy, dv =

∂v

∂x
dx+

∂v

∂y
dy

代入第一基本形式中想办法凑出公共的因子。然而，旋转面本身第一基本形式已经为正

交参数系，这样直接做参数变换反而使问题复杂化。注意到到所有的系数都只和 u 有关，

与 v 无关，可以直接从旋转面的第一基本形式中观察出来：

I =f 2(u)(dv)2 + (f ′2(u) + g′2(u))(du)2

=f 2(u)

(
(dv)2 +

f ′2(u) + g′2(u)

f 2(u)
(du)2

)
=f 2(u)

(
(dv)2 + (

√
f ′2(u) + g′2(u)

f(u)
du)2

)
最终令

y =

∫ √
f ′2(u) + g′2(u)

f(u)
du

得到保角对应。

很容易看出，这道例题本质上和 Mercator 投影的求解过程，也就是例9.8没有区别。

柱面和平面间可以建立保长对应；球面是一般旋转面的特例：θ, ϕ 相当于 u, v，ψ, h 相当

于 x, y。取 f(θ) = cos θ，g(θ) = sin θ，就重新得到了 h =
∫

1
cos θ

dθ。
在构造保角映射的过程中，我们不难体会到，由保长放宽到保角后，除了存在性一定

可以保障外，保角映射的自由度也大大提高了。如球面到平面的保角对应就有多种（球

极投影，Mercator 投影）。感兴趣的同学还可以思考下述例子。

例 9.14. 全平面到全平面的保长对应：有且只有刚体运动；全平面到全平面的保角对应：

有且只有分式线性变换。
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9.3 曲面上的复坐标

9.3.1 保角映射和解析函数的关系

之前的例9.5说明了由解析函数给出的共形映射一定具有保角性，且在各点处伸缩的

系数为 |f ′(z)|。可见保角映射和解析函数有着深刻的联系。实际上，我们可以把例9.5进

一步推广。

定理 9.15. 假定 (u1, v1) 是曲面 S1 上的等温参数系，(u2, v2) 是曲面 S2 上的参数系，σ 是

从 S1 到 S2 的一一映射，写成坐标形式为

 u2(u1, v1)

v2(u1, v1)
。令 z = u1 + iv1，考虑复函数

w = f(z)，其中 w = u2 + iv2，则下列三组条件中，

1. σ 是一个保角映射；

2. f(z) 是一个一一的解析函数；

3. (u2, v2) 也是等温参数系；

任意两个组合可以推出第三个。

证明. (u1, v1) 是等温参数系，不妨设此时曲面 S1 的第一类基本量组成的度量矩阵为(
λ1 0

0 λ1

)

已知 1 和 2，来证 3。设曲面 S2 在参数系 (u2, v2) 下的度量矩阵为(
E2 F2

F2 G2

)

由于 σ 是保角映射，有

λ2

(
λ1 0

0 λ1

)
= J

(
E2 F2

F2 G2

)
JT

于是 (
E2 F2

F2 G2

)
= J−1λ2

(
λ1 0

0 λ1

)
(JT )−1 = λ2

(
λ1 0

0 λ1

)
(JTJ)−1
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而

JTJ =

(
∂u2

∂u1

∂u2

∂v1
∂v2
∂u1

∂v2
∂v1

)(
∂u2

∂u1

∂v2
∂u1

∂u2

∂v1

∂v2
∂v1

)
=

(
(∂u2

∂u1
)2 + (∂u2

∂v1
)2 ∂u2

∂u1

∂v2
∂u1

+ ∂u2

∂v1

∂v2
∂v1

∂v2
∂u1

∂u2

∂u1
+ ∂v2

∂v1

∂u2

∂v1
( ∂v2

∂u1
)2 + (∂v2

∂v1
)2

)
不难发现，如果 f(z) 解析，根据 Cauch-Riemann 方程：

∂u2
∂u1

=
∂v2
∂v1

,
∂v2
∂u1

= −∂u2
∂v1

有

JTJ =

(
(
∂u2
∂u1

)2 + (
∂v2
∂u1

)2
)(

1 0

0 1

)
= |f ′(z)|2

(
1 0

0 1

)
得证。

已知 1 和 3，来证 2。假如参数系 (u2, v2) 也是等温参数系，这意味着 (u2, v2) 下的

度量矩阵为

(
λ2 0

0 λ2

)
，根据保角性质，有

λ2

(
λ1 0

0 λ1

)
= J

(
λ2 0

0 λ2

)
JT

即

λ2
λ2λ1

JJT =

(
1 0

0 1

)
进而

(
1

λ

√
λ2
λ1
J)(

1

λ

√
λ2
λ1
J)T =

(
1 0

0 1

)

这意味着 1
λ

√
λ2

λ1
J 是一个正交矩阵，于是 J =

(
∂u2

∂u1

∂v2
∂u1

∂u2

∂v1

∂v2
∂v1

)
= c

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
，于是可

导出 Cauchy-Riemann 方程。得证。

已知 2 和 3，来证 1。只要验证

λ2

(
E1(u1, v1) F1(u1, v1)

F1(u1, v1) G1(u1, v1)

)
= J

(
E2(u2, v2) F2(u2, v2)

F2(u2, v2) G2(u2, v2)

)
JT

即可。
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先看右端，曲面 S2 在等温参数 (u2, v2) 下的度量矩阵为

(
λ2 0

0 λ2

)
，于是

J

(
λ2 0

0 λ2

)
JT =

(
λ2 0

0 λ2

)
JJT = λ2|f ′(z)|2

(
1 0

0 1

)

最后一个等式使用了解析函数的 Cauchy-Riemann 方程。

再看左端，(u1, v1) 也已经是 S1 上的等温参数系，此时度量矩阵为

(
λ1 0

0 λ1

)
，函数

λ2 只要取 λ2

λ1
|f ′(z)|2 即可。得证。

简化一下，已知 (u1, v1)，(u2, v2) 分别为曲面 S1 和 S2 的等温参数系，z = u1+iv1, w =

u2 + iv2，w = f(z) 为曲面间映射 σ 的参数化，则

w = f(z) 解析 ⇔ J√
det J 为一个正交矩阵 ⇔ σ 为保角映射

此时
√
det J = |f ′(z)| 为坐标下的伸缩系数。也就是等温参数系下，保角映射和解析函数

（保形变换，共形映射）是等价的概念。

9.3.2 复标架场及其运动公式

已经知道复变函数、解析函数在研究曲面的过程中有着重要的作用。不妨沿着这一

主旨继续深入和扩展。设 (u, v) 是曲面 S 的局部参数系（注意目前并不要求 (u, v) 是等

温参数系），我们把 z = u+ iv 称为做曲面的复坐标系，同时记

dz = du+ idv, dz̄ = du− idv

r⃗z =
1

2
(r⃗u − ir⃗v); r⃗z̄ =

1

2
(r⃗u + ir⃗v)

这里我们额外说明一下，将 r⃗z 和 r⃗z̄ 定义成这样的形式，是为了保持和 dz, dz̄ 对偶关系，

即

dz(r⃗z) = 1, dz(r⃗z̄) = dz̄(r⃗z) = 0, dz̄(r⃗z̄) = 1

我们把 {r⃗z, r⃗z̄, n⃗} 称为曲面的复标架场1。在内蕴几何的研究中，往往会采用记号
∂
∂z

= 1
2
( ∂

∂u
− i ∂

∂v
)， ∂

∂z̄
= 1

2
( ∂

∂u
+ i ∂

∂v
) 来替代 r⃗z 和 r⃗z̄。在这样的记法下，对于曲面 S 上的

1严格地讲，{r⃗z, r⃗z̄} 才是曲面上的切向量的复化，但我们也需要研究曲面的外在几何，所以将 n⃗ 也加

入，笼统称为复标架场。
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函数 f，有

fz =
∂f

∂z
=

1

2
(
∂f

∂u
− i

∂f

∂v
), fz̄ =

∂f

∂z̄
=

1

2
(
∂f

∂u
+ i

∂f

∂v
)

且显然有

fz = f̄z̄

若记

fzz̄ =
∂

∂z

∂

∂z̄
f, fz̄z =

∂

∂z̄

∂

∂z
f

则有

fzz̄ = fz̄z =
1

4
(
∂2

∂u2
+

∂2

∂v2
)f =

1

4
(fuu + fvv)

需要注意的是，在二维欧氏空间，也就是平面上，算子 ∂2

∂u2 +
∂2

∂v2 称为 Laplace 算子。但

是在一般的曲面（Gauss 曲率非零，或者更广一些，一般的黎曼流形）上，Laplace 算子

的形式并非如此。所以，为了不引起混淆，我们在这里直接使用记号 ∂2

∂u2 +
∂2

∂v2 。在后续

章节中我们会介绍一般的 Laplace 算子的定义，大家注意区别。

再来看复标架场下的度量。将原有实度量复化，显然有

⟨r⃗z, r⃗z⟩ =
1

4
(⟨r⃗u, r⃗u⟩ − ⟨r⃗v, r⃗v⟩ − 2i⟨r⃗u, r⃗v⟩)

⟨r⃗z̄, r⃗z̄⟩ =
1

4
(⟨r⃗u, r⃗u⟩ − ⟨r⃗v, r⃗v⟩+ 2i⟨r⃗u, r⃗v⟩)

⟨r⃗z, r⃗z̄⟩ =
1

4
(⟨r⃗u, r⃗u⟩+ ⟨r⃗v, r⃗v⟩)

(9.2)

注意到新的内积是实的内积的复化1，显然有

⟨r⃗z, r⃗z⟩ = ⟨r⃗z, r⃗z⟩ = ⟨r⃗z̄, r⃗z̄⟩

所以 ⟨r⃗z, r⃗z⟩ 和 ⟨r⃗z̄, r⃗z̄⟩ 两式中只要研究一个即可。同样的道理，⟨r⃗z, n⃗⟩, ⟨r⃗z̄, n⃗⟩ 也只需考

虑其中一个。

如果 (u, v) 就是曲面 S 上普通的参数系，引入这样的复标架并不会对曲面的研究有

任何帮助，各种运算比原先还要复杂。现在假定 z = u + iv 是等温参数系 (u, v) 对应的

复坐标，那么 S 的度量（第一基本形式）λ2(du2 + dv2) 可以改写为复坐标的形式

I = λ2dzdz̄
1注意此时只是直接复化，并非酉空间上的内积。当然，如果愿意的话，也可以选择扩展为酉空间，但

除了增加难度外，对我们的运算没有任何帮助。事实上，把实的标架复化，是复几何当中的常规操作。
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同时，(9.2)式变为

⟨r⃗z, r⃗z⟩ =0 (9.3)

⟨r⃗z, r⃗z̄⟩ =
λ2

2

很容易看出，这里(9.3)式成立等价于 (u, v) 是等温参数系。总之，等温参数系下标架之间

的度量关系如下

⟨r⃗z, r⃗z⟩ = 0, ⟨r⃗z, r⃗z̄⟩ =
λ2

2
, ⟨r⃗z, n⃗⟩ = 0, ⟨n⃗, n⃗⟩ = 1 (9.4)

在等温参数系下，不仅仅是度量可以用复坐标改写为简单形式，标架场的运动方程

也可以简化。为了求出运动方程中 r⃗zz, r⃗zz̄, n⃗z 的表达式，我们对(9.4)式中的各项求复坐

标下的微分。根据内积和求导在共轭运算下的性质，只需要考虑

⟨r⃗zz, r⃗z⟩ = ⟨r⃗zz̄, r⃗z⟩ = 0

⟨r⃗zz, r⃗z̄⟩ = λλz

⟨r⃗zz, n⃗⟩ = −⟨r⃗z, n⃗z⟩

⟨r⃗zz̄, n⃗⟩ = −⟨r⃗z̄, n⃗z⟩

⟨n⃗z, n⃗⟩ = 0

(9.5)

我们先来计算 ⟨r⃗zz, n⃗⟩ = −⟨n⃗z, r⃗z⟩。我们已经知道在自然标架下，曲面的第二类基本量可

以表示为

L = −⟨r⃗u, n⃗u⟩, M = −⟨r⃗u, n⃗v⟩ = −⟨r⃗v, n⃗u⟩, N = −⟨r⃗v, n⃗v⟩

于是

−⟨n⃗z, r⃗z⟩ =− 1

4
⟨r⃗u − ir⃗v, n⃗u − in⃗v⟩

=− 1

4
(⟨r⃗u, n⃗u⟩ − ⟨r⃗v, n⃗v⟩ − 2i⟨r⃗u, n⃗v⟩)

=
L−N − 2iM

4

为了简化记号，不妨记 Q = L−N−2iM
4

，是一个复值的函数。这一函数非常重要，我们

在10.2小节中还会再遇到1。再来计算

⟨r⃗zz̄, n⃗⟩ = ⟨1
4
(r⃗uu + r⃗vv), n⃗⟩ =

1

4
(L+N) =

λ2

2

(
1

2
(
L

λ2
+
N

λ2
)

)
=
λ2

2
H

1不过我们真正关心的是函数 Q 对应的与参数选取无关的微分形式，即所谓的 Hopf 微分。
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这里 H 是曲面的平均曲率。再结合共轭运算下的对称关系重写(9.5)式，得到

⟨r⃗zz, r⃗z⟩ =0, ⟨r⃗zz, r⃗z̄⟩ =λλz, ⟨n⃗, r⃗zz⟩ =Q;

⟨r⃗zz̄, r⃗z⟩ =0, ⟨r⃗zz̄, r⃗z̄⟩ =0, ⟨r⃗zz̄, n⃗⟩ =
λ2

2
H;

⟨n⃗z, r⃗z⟩ =−Q, ⟨n⃗z, r⃗z̄⟩ =
λ2

2
H, ⟨n⃗z, n⃗⟩ =0.

(9.6)

最后根据(9.4)式，可推出等温参数系下复标架场的运动方程为
r⃗zz =

2

λ
λz r⃗z +Qn⃗

r⃗zz̄ =
λ2

2
Hn⃗

n⃗z =−Hr⃗z −
2

λ2
Qr⃗z̄

(9.7)

进一步，根据 r⃗zzz̄ = r⃗zz̄z, 利用(9.7)式，可以得到等温参数系下复形式的 Gauss-
Codazzi 方程

(lnλ)zz̄ =− λ2

4
K (9.8)

Qz̄ =
λ2

2
Hz (9.9)

具体过程读者可以自行推导；同时，不难验证它们与之前实的 Gauss-Codazzi 方程是完

全等价的。

最后我们再重申一遍，复标架运动方程(9.7)和 Gauss-Codazzi 方程(9.8), (9.9)，都只

在等温参数系对应的复坐标下成立。

由于 r⃗zz̄ = 1
4
(r⃗uu + r⃗vv)，复标架运动方程(9.7)的第二个式子可以改写为

1

λ2
(r⃗uu + r⃗vv) = 2Hn⃗

我们在后续章节中会把这一式子推广到一般曲面的 Laplace 算子的情形。

微分几何和解析函数的联系不仅仅局限于保角映射和等温参数系，我们之后在常平

均曲率曲面和极小曲面研究中，也会遇到更多的解析函数，并使用更深入的复变函数的

理论。
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9.4 曲面上的 Laplace 算子

之前我们在研究曲面上的测地线时，引入了曲面上向量场的协变导数，它可以视为

三维空间中向量场的导数在曲面切平面上的垂直投影，相当于向量场“内蕴”的一阶导

数。我们顺着这一思路，来研究曲面上函数的“内蕴的”二阶导数，以及 Laplace 算子。

严格地讲，Laplace 算子当然算作是研究曲面的工具，应该放在第二部分介绍。实际中，

因为这一部分内容比较抽象，难度过高；同时虽然 Laplace 算子在研究黎曼几何时用途

非常广泛，但局限在我们这份讲义中，它目前只被用来研究极小曲面和常平均曲率曲面。

所以我们把 Laplace 算子这一节放在最后一章，紧贴着极小曲面和常平均曲率曲面的内

容。

9.4.1 单位正交基底下 Hessian 矩阵和 Laplace 算子的定义

我们在学习多元微积分场论的时候，知道有所谓的 Laplace 算子 ∆：对于 R3 上的函

数 f，有 ∆f = ∂2f
∂x2 +

∂2f
∂y2 +

∂2f
∂y2 ，对于 R2 上的函数 f，有 ∆f = ∂2f

∂x2 +
∂2f
∂y2 。然而，这一类

直接使用坐标函数二阶导数的表达式很难推广到一般的曲面或者流形上。值得庆幸的是，

场论中还指明了 ∆f = div(∇f)，我们自然会考虑，通过这一路径将 Laplace 算子推广到

一般的曲面上。假定曲面 S 局部有参数系 (u, v)，参数方程为 r⃗(u, v)，f 是曲面上的函

数。要设定曲面上 f 的梯度 ∇，最自然的想法是：将 f 延拓到三维欧氏空间，对 f 求通

常欧氏空间中的梯度 ∇̄f，再向 S 的切平面做垂直投影。此时，不难得到这样的“梯度”

和 f 的延拓无关，其表达式为

fur⃗u + fvr⃗v

然而，不幸的是，对比函数的微分 df = fudu+fvdv，这样构造的梯度表达式和参数 (u, v)

的选取相关。因此，我们不能再使用曲面的自然标架，而是要取曲面上的单位正交标架

场 {e⃗1, e⃗2}。此时，约定

∇f =
∂f

∂e⃗1
e⃗1 +

∂f

∂e⃗2
e⃗2

这里 ∂f
∂e⃗1

， ∂f
∂e⃗2

分别是 f 在 e⃗1，e⃗2 方向求方向导数。简便起见，我们把这两个方向导数的

值记为 f1, f2，于是

∇f = f1e⃗1 + f2e⃗2

不难验证，梯度的定义与单位正交标架场 {e⃗1, e⃗2} 的选取无关。
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∇f 是曲面 S 上的一个切向量场，自然可以对它求协变导数1，于是有

De⃗1(∇f) =
∂f1
∂e⃗1

e⃗1 + f1De⃗1 e⃗1 +
∂f2
∂e⃗1

e⃗2 + f2De⃗1 e⃗2

De⃗2(∇f) =
∂f1
∂e⃗2

e⃗1 + f1De⃗2 e⃗1 +
∂f2
∂e⃗2

e⃗2 + f2De⃗2 e⃗2

如果我们采用如下记号

De⃗1(∇f) =f11e⃗1 + f21e⃗2

De⃗2(∇f) =f12e⃗1 + f22e⃗2

注意到 {e⃗1, e⃗2} 是单位正交基底，所以 De⃗1 e⃗1, De⃗2 e⃗1 只有 e⃗2 方向的分量，De⃗1 e⃗2, De⃗2 e⃗2 只

有 e⃗1 方向的分量，于是

f11 =
∂f1
∂e⃗1

+ f2⟨De⃗1 e⃗2, e⃗1⟩; f12 =
∂f1
∂e⃗2

+ f2⟨De⃗2 e⃗2, e⃗1⟩

f21 =
∂f2
∂e⃗1

+ f1⟨De⃗1 e⃗1, e⃗2⟩; f22 =
∂f2
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我们在第八章中，说明了协变导数 D 是一个内蕴的运算，只和曲面的第一基本形式

相关，换言之，抽象曲面上函数的 Hessian，只要曲面的第一基本形式确定，就可以求出。

我们现在把函数 f 的 Hessian 矩阵的迹，定义为函数 f 的 Laplace，即

∆f = TrHess(f) = f11 + f22

因为不同单位正交基底下的 Hessian 矩阵既是合同的，也是相似的，故迹与基底的选取无

关。同时，因为 Hessian 矩阵是内蕴的，Laplace 算子也是一个内蕴的算子。Laplace 算

子是内蕴的这点非常重要，我们有必要进一步深入解读。这意味着 Laplace 算子与曲面

上选取的参数系无关。换句话说，如果我们研究是二维的流形，而非曲面片，那么在两

张曲面片重叠的地方，Laplace 算子是相同的，也就是 Laplace 算子可以定义在整张曲面

上。这也是使用 Laplace 算子研究曲面整体性质的基础。

满足 ∆f = 0 的函数，我们称之为调和函数。

例 9.16. 计算 R2 上函数 f 的 Hessian 矩阵和 Laplace。

因为我们在内蕴几何的范畴内讨论，所以采用内蕴几何的记号，分别用 ∂
∂x
, ∂

∂y
表示

x, y− 曲线的切向量场。在标准的内积下， ∂
∂x
, ∂

∂y
已经是单位正交的，于是

∇f = fx
∂

∂x
+ fy

∂

∂y

而此时的协变导数 D 就是欧氏空间中通常的方向导数，进而

D ∂
∂x
(∇f) =fxx

∂

∂x
+ fyx

∂

∂y

D ∂
∂y
(∇f) =fxy

∂

∂x
+ fyy

∂

∂y

即

Hess(f) =

(
fxx fxy

fyx fyy

)
也就是说，欧氏空间中的函数的 Hessian 矩阵，就是其通常二阶导数构成的矩阵，这和我

们在第六章中引入 Monge-Ampère 方程时的 Hessian 矩阵是一致的。此时

∆f =
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2

和欧氏空间通常的 Laplace 算子也别无二致。但是大家同样也要注意，一般的曲面，或者

更广泛的，非平坦空间上函数 f 的 Hessian 矩阵并非简单的对 f 求二阶导数。
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9.4.2 等温参数系下的 Laplace 算子和调和函数

例 9.17. 写出曲面 S 在等温参数系下，即第一基本形式 I = λ2((du)2+(dv)2)，的 Laplace
算子的表达式。

依然采用内蕴的记号，∂
∂u
, ∂

∂v
表示 u, v− 曲线的切向量场，对应于外在几何中的 r⃗u, r⃗v。

现在 ∂
∂u
, ∂

∂v
已经正交，但还需要单位化，令 e⃗1 =

1
λ

∂
∂u

，e⃗2 =
1
λ

∂
∂v

。于是

∇f =
1

λ2

(
fu

∂

∂u
+ fv

∂

∂v

)
进而

De⃗1∇f =
1

λ
D ∂

∂u

(
fu

λ2
∂

∂u
+
fv

λ2
∂

∂v

)
=
1

λ

(
(
∂

∂u

fu

λ2
)
∂

∂u
+
fu

λ2
D ∂

∂u

∂

∂u
+ (

∂

∂u

fv

λ2
)
∂

∂v
+
fv

λ2
D ∂

∂v

∂

∂u

)
=
1

λ

(
(
fuu

λ2
− 2fuλu

λ3
)
∂

∂u
+
fu

λ2
D ∂

∂u

∂

∂u
+ (

fvu

λ2
− 2fvλu

λ3
)
∂

∂v
+
fv

λ2
D ∂

∂v

∂

∂u

)
注意到第八章中协变导数的内蕴表达式

D ∂
∂u

∂

∂u
=Γ1

11

∂

∂u
+ Γ2

11

∂

∂v

D ∂
∂v

∂

∂u
=Γ1

21

∂

∂u
+ Γ2

21

∂

∂v

再根据 Christoffel 记号的内蕴表达式，有

Γ1
11 =

∂

∂u
logλ, Γ2

11 = − ∂

∂v
logλ, Γ1

21 =
∂

∂v
logλ, Γ2

21 =
∂

∂u
logλ

于是

De⃗1∇f =
1

λ

(
(
fuu

λ2
− 2fuλu

λ3
)
∂

∂u
+
fu

λ2
D ∂

∂u

∂

∂u
+ (

fvu

λ2
− 2fvλu

λ3
)
∂

∂v
+
fv

λ2
D ∂

∂v

∂

∂u

)
=
1

λ

(
(
fuu

λ2
− fuλu

λ3
+
fvλv

λ3
)
∂

∂u
+ (

fvu

λ2
− fvλu

λ3
− fuλv

λ3
)
∂

∂v

)
=(
fuu

λ2
− fuλu

λ3
+
fvλv

λ3
)e⃗1 + (

fvu

λ2
− fvλu

λ3
− fuλv

λ3
)e⃗2

同理，有

De⃗2∇f = (
fvu

λ2
− fuλv

λ3
− fvλu

λ3
)e⃗1 + (

fvv

λ2
+
fuλu

λ3
− fvλv

λ3
)e⃗2
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即 f11 =
fuu
λ2 − fuλu

λ3 + fvλv

λ3 , f22 =
fvv
λ2 + fuλu

λ3 − fvλv

λ3 。最终，

∆Sf =
1

λ2
(fuu + fvv)

回忆一下，我们在9.3.2小节中曾经计算过，在等温参数系 (u, v) 下，如果令 z = u+iv，

则有

fzz̄ = fz̄z =
1

4
(
∂2

∂u2
+

∂2

∂v2
)f =

1

4
(fuu + fvv)

于是

∆Sf = 4λ2fzz̄ = 4λ2fz̄z

这意味着 Laplace 算子还可以写成

∆S =
4

λ2
∂2

∂z̄∂z
=

4

λ2
∂2

∂z∂z̄
(9.11)

这同时也说明了等温参数系下的调和函数和解析函数1有着密切的关联，因为很容易得到

命题 9.18. 若 f 是曲面 S 上的调和函数，那么取等温参数系 (u, v)，令 z = u + iv，则
∂f
∂z

= 1
2
(∂f

∂u
− i∂f

∂v
) 是关于 z 的解析函数。

反过来，也有

命题 9.19. 设 (u, v) 是曲面 S 上的等温参数系，令 z = u+ iv，若 ψ 是 z 的解析函数，则

Reψ，Imψ 和 ln |ψ|2 都是曲面 S 上的调和函数。

证明. Reψ 和 Imψ，也就是解析函数的实部和虚部是调和函数可直接由 Cauchy-Riemann
方程导出。我们重点关注解析函数模长的对数，即 ln |ψ|2。在等温参数系下，

∆S ln |ψ|2 =
4

λ2
∂2

∂z∂z̄
ln(ψψ̄) =

4

λ2
∂2

∂z∂z̄
(lnψ + ln ψ̄) =

4

λ2

(
∂

∂z
(
∂

∂z̄
lnψ) +

∂

∂z̄
(
∂

∂z
lnψ)

)
常曲率曲面上的 ψ 是全纯函数，从而 lnψ 也是，于是 ∂

∂z̄
lnψ = 0。再根据 ∂

∂z
lnψ = ∂

∂z̄
lnψ，

有 ∆S ln |ψ|2 = 0

上述两个命题在后续研究常平均曲率曲面和极小曲面时还会用到。

1本讲义中的解析函数，实际上要比全纯函数，也就是整个复平面上都解析的解析函数的范畴要更广，只

要求在给定的定义域内解析即可，有些时候也包含亚纯函数。当然，在个别上下文清晰的情况下，也会混

用解析函数和全纯函数。
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9.4.3 一般参数系下的 Hessian 矩阵和 Laplace 算子

任意给定一张曲面，很多时候曲面上的单位正交标架场并没有显式给出，如何得到

曲面上的 Hessian 矩阵和 Laplace 算子呢？我们首先把单位正交标架场下的 Hessian 矩

阵推广到一般的切向量场。设 f 是曲面 S 上的函数，X,Y 均为 S 上的切向量场，定义

D2f 称为函数 f 的二阶协变导数：

D2f(X,Y ) =
∂2f

∂Y ∂X
− ∂f

∂(DYX)
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阵 aij1
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证明. 整个证明就是单纯而繁琐的运算。方便起见，从(9.13)式的右端出发，化简到(9.12)式
的最后一项。注意到(9.13)式的右端可以改写为

1
√
g

2∑
k=1

∂

∂uk

(
2∑

i=1

gik√g ∂f
∂ui

)
=

2∑
k,i=1

(
gik ∂2f

∂uk∂ui
+ (

∂gik

∂uk
+
gik

2

∂ ln g
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其中 H 是曲面的平均曲率，n⃗ 是曲面的单位法向量，而 r⃗ 视为一个三元的函数，即 ∆S r⃗

的真实意义为 (∆Sx,∆Sy,∆Sz)。

证明. 首先，我们把(9.10)式中的 f11, f22 改写，由于 ⟨e⃗1, e⃗2⟩ ≡ 0, 且协变导数与内积相容，

有

f11 =
∂f1
∂e⃗1

− f2⟨De⃗1 e⃗1, e⃗2⟩

f22 =
∂f2
∂e⃗2

− f1⟨De⃗2 e⃗2, e⃗1⟩
(9.16)

其次，将 r⃗ 视为一个三元的函数，依据我们在3.2.6小节的讨论，有 ∂r⃗
∂v⃗

= v⃗ 对于任意

v⃗ 都成立。那么自然有 ∂r⃗
∂e⃗1

= e⃗1,
∂r⃗
∂e⃗2

= e⃗2。将 r⃗ 替换(9.16)式中的 f（实际上是将 r⃗ 的分

量 x, y, z 分别代入(9.16)式中，然后再组合成一个三元向量函数），得到

r11 =
∂r⃗1
∂e⃗1

− ⟨De⃗1 e⃗1, e⃗2⟩r⃗2 =
∂e⃗1
∂e⃗1

− ⟨De⃗1 e⃗1, e⃗2⟩e⃗2

r22 =
∂r⃗2
∂e⃗2

− ⟨De⃗2 e⃗2, e⃗1⟩r⃗1 =
∂e⃗2
∂e⃗2

− ⟨De⃗2 e⃗2, e⃗1⟩e⃗1

注意到 De⃗1 e⃗1 只有 e⃗2 方向的分量，De⃗2 e⃗2 只有 e⃗1 方向的分量，有

De⃗1 e⃗1 = ⟨De⃗1 e⃗1, e⃗2⟩e⃗2, De⃗2 e⃗2 = ⟨De⃗2 e⃗2, e⃗1⟩e⃗1

这就意味着 r⃗11, r⃗22 均是外围欧氏空间中的方向导数和曲面上协变导数的差，即

r11 =
∂e⃗1
∂e⃗1

−De⃗1 e⃗1

r22 =
∂e⃗2
∂e⃗2

−De⃗2 e⃗2

再注意到曲面上向量场的协变导数就是由欧氏空间中的方向导数向曲面的切空间正交投

影得到的，从而有

r⃗11 = ⟨∂e⃗1
∂e⃗1

, n⃗⟩n⃗, r⃗22 = ⟨∂e⃗2
∂e⃗2

, n⃗⟩n⃗

最后，在曲面的第二基本形式的研究中，我们早就知道

⟨∂e⃗1
∂e⃗1

, n⃗⟩ = −⟨ ∂n⃗
∂e⃗1

, e⃗1⟩ = b11 = L, ⟨∂e⃗2
∂e⃗2

, n⃗⟩ = −⟨ ∂n⃗
∂e⃗2

, e⃗2⟩ = b22 = N

而在单位正交的标架下，2H = b11 + b22 = L+N，即 ∆S r⃗ = r⃗11 + r⃗22 = 2Hn⃗。
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实际上，细心的读者应该已经发现了，由于 ∆S = 4
λ2

∂2

∂z̄∂z
= 4

λ2
∂2

∂z∂z̄
，等式(9.15)完全

等价于我们在9.3.2小节中得到的复标架场的运动公式(9.7)中的 r⃗zz̄ = λ2

2
Hn⃗ 一式，仅仅只

是计算的角度不同。

有些同学也许会觉得奇怪，因为介绍的工具都是内蕴的，而极小曲面和常平均曲率

曲面都是外在几何。实际上这并不矛盾，因为外在几何和内蕴几何不管在什么样的情况

下都是相容的，两者互相支撑，而非水火不容的对立关系；使用内蕴的工具来研究外在

几何，很多时候会产生事半功倍的奇效。

本章注记

正如这一章的标题所言，这一章的内容其实是分为了两部分：曲面上的等温参数系，

以及曲面上的 Laplace 算子。本质上是不同类别的两类对象，而把它们放在一起的根本原

因在于：在等温参数系下 Laplace 算子可以有非常简便的表达形式；反过来，在一些特定

的情况下（下一章就会遇到），也可以利用 Laplace 算子构造曲面上等温参数系。等温参数

系和 Laplace 算子的这种密切关系并不难理解，因为就在复平面上，根据 Cauchy-Riemann
方程，解析函数的实部和虚部都是调和函数。

大部分教材会把保角映射和等温参数系这一部分内容，和保长映射的内容放在一起，

放到第六章当中，原因很简单，保角映射可以视为保长映射的推广，自然也是曲面间映

射的一种。我们选择把保角映射内容独立出来，主要有以下两个原因：一是虽然保角映

射确实是一个映射，但是真正的重点确实背后的等温参数系，而等温参数系的存在性完

全是另外范畴的内容；二是希望强调解析函数在微分几何课程中的作用，虽然少部分微

分几何教材也会涉及到解析函数的内容，但笔者依然觉得对解析函数的运用强调的不够。

本讲义的副标题是：微分方程和解析函数视角下的曲线和曲面。在曲面的研究中，为

什么一定如此突出解析函数的重要性呢？几何对象所遵从的偏微分方程的非线性程度越

来越高，自然需要用到更高级的框架来进行研究，比如使用 Sobolev 空间等工具证明温

参数系的存在性，当然，这远远超出了本讲义的范畴；不过用偏微分方程一力降十会并

非唯一的路径，方程对于微分几何，不论是局部还是整体问题，当然很重要，但也不是万

能的，我们可以找到其他的工具，来辅助我们，和微分方程结合起来解决几何问题。

这样的数学工具就是解析函数。实际上，曲面作为一个二维的几何对象，天然就和

复平面有着密切的关联。而这样的关联，对更高阶的课程，如复几何，代数几何，都有着

关键的启发。特别是复几何，其中近复结构的可积性，复流形切丛的复化和分解，Kähler
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流形上的 Laplace 算子，都能在曲面上找到对应。甚至可以说，学习曲面和解析函数的关

联，本质上是为了进一步学习复几何做准备。

反过来，解析函数本身和非线性偏微分方程的关系就非常密切。解析函数本身就对

应 Cauchy-Riemann 方程，等温参数系的存在性也需要求解偏微分方程。这两者其实是

你中有我，我中有你的。

我们这里考虑曲面和解析函数的关系，其实还是局部的视角，也就是曲面片。整体

的曲面和解析函数的关系同样密切，这就是所谓的黎曼曲面，抑或代数曲线的概念，感

兴趣的同学可以参考 [22]。

更进一步：曲面（实二维流形）上一定有等温参数系存在，这一结论在更高维数中的

复流形上也有对应，粗略而言，相当于著名的 Newlander-Nirenberg 定理。当然，具体细

节上还是有一点点差异，Newlander-Nirenberg 定理只涉及近复结构和复结构，并不涉及

度量，而等温参数系天然就和度量绑定。详细讨论可见附录K。

学习 Laplace 算子这一部分内容时，特别要注意的是，曲面上的 Laplace 算子，是曲

面内蕴的算子。它和我们在第八章中引入的协变导数关系密切。可以简单地理解为：协

变导数相当于内蕴的一阶导数，Laplace 算子（包括 Hessian）相当于内蕴的二阶导数。

Laplace 算子在黎曼几何几何的研究中至关重要，感兴趣的同学可以参考 [23]。
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第二部分注记

第二部分是要引入研究曲面的新的方法。我们主要涉及了曲面之间的映射，曲面上的曲

线，解析函数以及 Laplace 算子。此外，我们还研究了一些特殊的曲面，比如可展曲面，

常曲率曲面。我们希望通过可展曲面来更好地理解曲面上的曲线（曲率线，正交曲率线

网）以及曲面之间的映射（到平面的映射）。我们也希望通过常曲率曲面来更好地理解测

地线的性质。解析函数以及 Laplace 算子的应用，要等到第三部分中的第十章。总之，曲

面间的映射，曲面上的曲线，解析函数以及 Laplace 算子都是我们研究曲面的工具。

很明显的是，第一部分曲线基本理论和曲面基本理论，第二部分中的积分曲线的存

在唯一性，使用的都是是线性微分方程，第二部分中正交参数系的存在性，测地线的存在

唯一性，使用的都是非线性微分方程。换言之，总体上看，前两部分，几何上是从外在到

内蕴，所用到的分析工具，也是从线性进化到非线性。我们还想来挖掘第五, 六,八章里，

使用分析工具时的一些特点。

有一大类问题，诸如正交参数系（包含正交曲率线网）的存在性，测地线的存在唯一

性等，直接把几何问题化为微分方程的求解，唯一的困难只是微分方程求解起来非常困

难。

还有一大类问题，诸如 Gauss 曲率为零的无脐点的曲面为可展曲面，判断两曲面能

否建立保长映射等，一方面要使用已有的分析结论（比如正交曲率线网的存在性），另一

方面，在此基础上，还要做一些微积分，线性代数的运算。

显然，尽管都要使用到分析工具，但这两类问题的画风完全不同。第一类问题对应

“艰深”的分析，往往解决的是一些基础性，工具性的问题。第二类问题虽然用到的分析

工具不难，但是往往要根据问题的特性，使用不同的工具甚至工具组合。我们可以用下

面的图表来示意：

285
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几何，

分析，代数

之间的关系

上层 (搭积木，建筑学)

几何和分析之间的深刻关系 下层（打地基，土木工程）

后续第十，十一章整体微分几何中问题的解决就更为复杂。在使用分析及其他工具

得到局部的结论后，往往需要依据直观，因地制宜地对不同问题构建几何或者拓扑的框

架，再把局部的结论粘贴起来。

我还想着重谈一下第九章。这一章的内容，也就是解析函数以及 Laplace 算子，在后

续复几何，黎曼几何课程的学习中至关重要。当下国内已经出版的教材虽然对这部分内

容有一定的涉及，但是我觉得强调的还是不够，所以单独把它们放在一章，全面系统地来

介绍。也许有些同学会产生这样的疑问，既然后续的复几何和黎曼几何中，也会学习复坐

标，Laplace 算子这些内容，为什么还要放在本科生的课程当中呢？我的体会是这样的：

• 首先，从保角映射引入等温参数系，进而得到复坐标；从测地线得到协变导数，都

是非常自然的过程，并没有太大难度。而且等温参数系的存在性，等价于一次复数

值微分式的积分因子存在性，和之前实数值微分式的积分因子存在性相对照，可以

大大加深我们对此类问题的理解。

• 其次，研究生阶段直接引入复坐标，Laplace 算子理论上当然没有问题，但是初学

者很难明白其中的动机，特别是对于复几何而言，不弄清楚黎曼曲面上的结果的话，

不但不明白复几何的很多设定，更不知道复几何要向哪个方向演进。

总之，加上这些内容能更好地降低全周期（从本科到研究生阶段）的学习成本，我也希望

学有余力的同学能在这一章上多花一些时间和精力，必然会得到事半功倍的效果。
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从讲义的框架不难看出，第三部分就是要使用前面两部分的工具，来研究曲线和曲

面的整体几何。这里有一个非常明显的转变，即从曲面的局部性质，转到曲面的整体性

质。在由局部到整体的过程中，大家需要注意

• 整体微分几何研究手段的多样性，复杂性远超局部微分几何；而局部微分几何本质

上和微分方程区别不大。两者完全不是一个层面的难度。

• 整体微分几何依然是建立在局部微分几何基础上的，特别是我们所推导的各种不变

量，恰恰是由于这些不变量和坐标系的选取无关，才能保证这些局部的关系式，可

以拼接成整体的结论。

前面两部分的内容中，我们采用的工具主要就是微分方程，线性、非线性的常微分

方程或者是线性的偏微分方程。固然，对于大部分局部微分几何问题，这些工具都能帮

我们解决。还有就是 Monge-Ampère 方程，虽然它是非线性偏微分方程，但是我们的研

究仅限于退化齐次这种特殊类型，而这一类型的特殊 Monge-Ampère，某种意义下可以通

过特征线来化简为特征线上的常微分方程，求解中并没有遇到太大的困难。然而第十章

有一些问题，比如极小图的方程：

fxx(1 + f 2
y )− 2fxyfxfy + fyy(1 + f 2

x) = 0

它是拟线性的偏微分方程，非常难以求解。虽然理论上我们可以使用更复杂的数学框架

来进行求解（这恰恰也是现在正在发生的事实），但是偏微分方程并非唯一的选项，我们

还可以通过 Laplace 算子，解析函数等工具，更几何，更精巧地解决当中一部分问题。
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Chapter 10

利用 Laplace 算子和解析函数研究曲面的

外在整体几何

在这一章中，我们来研究常平均曲率曲面、极小曲面这些特殊曲面的整体性质。这里的

曲面指的都是二维流形，而非第一和第二部分中的曲面片。主要用到的工具除了第二部

分中的等温参数系，解析函数外，还需要用到所谓的 Laplace 算子这一非常重要的工具。

10.1 极小曲面

平均曲率处处为零的曲面称为极小曲面。为了和通常的曲面有所区别，我们在这一

节中用 Σ 来表示极小曲面。假设有 Monge 形式的曲面 Σ : r⃗(x, y) = (x.y, f(x, y))，根据

第三章中的计算

2H =
1

(
√

1 + f 2
x + f 2

y )
3

(
fxx(1 + f 2

y )− 2fxyfxfy + fyy(1 + f 2
x)
)

故 Σ 是极小曲面当且仅当

fxx(1 + f 2
y )− 2fxyfxfy + fyy(1 + f 2

x) = 0 (10.1)

该方程也被称为极小曲面方程。直接求解这一非线性方程显然是不太现实的。可见，即便

是这种相对简单的 Monge 形式的极小曲面，想通过偏微分方程的方法来研究也十分的困

难。我们希望能够找到其他更简洁、更有效的方法。我们在前文中已经探讨过，任意一张
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曲面上均存在等温参数系；同时，曲面上的内蕴的 Laplace 算子和等温参数系关系密切。

我们确实可以使用这两种工具，从解析函数的视角来高效地研究极小曲面。

10.1.1 极小曲面的 Weierstrass 表示及其几何意义

设 Σ 是 E3 中的极小曲面，取 Σ 的等温参数系 (u, v)，记此时的第一基本形式为

I = λ2(du2 + dv2)

记 z = u + iv，设 r⃗ = (x1, x2, x3) 是极小曲面 Σ 的位置向量，在第9.3.2小节中我们讨论

了复标架场 {∂r⃗
∂z
, ∂r⃗

∂z̄
, n⃗} 的性质：(u, v) 是等温参数系等价于

⟨∂r⃗
∂z
,
∂r⃗

∂z
⟩ = 0 (10.2)

这里 ⟨ , ⟩ 是第一基本形式 (度量) 的复线性化。记1

2
∂r⃗

∂z
=
∂r⃗

∂u
− i

∂r⃗

∂v
=

(
∂x1
∂u

− i
∂x1
∂v

,
∂x2
∂u

− i
∂x2
∂v

,
∂x3
∂u

− i
∂x3
∂v

)
≜ (φ1, φ2, φ3)

代入(10.2)式中，有

φ2
1 + φ2

2 + φ2
3 = 0

这表明 ∂r⃗
∂z

至多只有两个自由度，我们可以找到更好的独立变量来标识它2。上式可以进

一步改写为

(φ1 + iφ2)(φ1 − iφ2) = −φ2
3 (10.3)

现在注意到 Σ 是极小曲面，回忆命题9.21，对于极小图 Σ 而言，其位置向量 r⃗ = (x, y, f(x, y))

满足

∆Σr⃗ = (∆Σx,∆Σy,∆Σf(x, y)) = 0⃗ (10.4)

所以根据(10.4)式，x1, x2, x3 是关于 Σ 上的 Laplace 算子 ∆Σ = 1
λ2 (

∂2

∂u2 + ∂2

∂v2 ) 的调和函

数。再由命题9.18，φk = ∂xk

∂u
− i∂xk

∂v
，k = 1, 2, 3 是 z = u+ iv 的解析函数。而我们知道，

解析函数只有孤立的零点，故不妨设

Φ = φ1 − iφ2, Ψ =
φ3

φ1 − iφ2

1有些教材中 ∂r⃗
∂z 前没有系数 2，所以会和我们的结论差一个倍数。

2直接用 φ3 = i
√
φ2

1 + φ2
2 行不通，这是因为根号运算需要刨除支割线后才能解析，无法进行后续的路

径积分。
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这时，Φ 依然是一个全纯函数，Ψ 是一个亚纯函数，最多只有有限阶极点。再根据(10.3)式，

有

φ1 + iφ2 = −ΦΨ

联立上面的两组式子，可以解出

φ1 =
1

2
Φ(1−Ψ2)

φ2 =
i

2
Φ(1 + Ψ2)

φ3 =ΦΨ

(10.5)

又因为 φ1, φ2, φ3 都是全纯函数，在单连通的邻域内积分与路径无关，再结合 φk = ∂xk

∂u
−

i∂xk

∂v
有

x1 =Re
1

2

∫
Φ(1−Ψ2)dz

x2 =Re
i

2

∫
Φ(1 + Ψ2)dz

x3 =Re
∫

ΦΨdz

上式称为极小曲面的 Weierstrass 表示。特别需要注意的是，必须是极小曲面的 Weierstrass
表示才有意义，因为没有极小性，就没有 φ1, φ2, φ3 的解析性；而解析函数的性质保证了

1. Ψ 的定义有意义；

2. Weierstrass 表示中的积分和路径无关。

反过来看，给定所谓的 Weierstrass 数据，即全纯的函数 Φ 和亚纯的函数 Ψ，或者

满足限制条件 φ2
1 + φ2

2 + φ2
3 = 0 的解析函数组 (φ1, φ2, φ3)，都可以通过求积分，确定出

x1, x2, x3，也就是 R3 中的极小曲面（差一个平移）。现在我们通过一些例子来看如何借

助 Weierstrass 数据来构造极小曲面。

例 10.1. 取 Φ = 1，Ψ = 0，定义域为 C，相应的极小曲面为平面。

例 10.2. 取 Φ = 1，Ψ = 1
z
，定义域为 C\{0}；或取 Φ = −iez，Ψ = e−z，定义域为 C，相

应的极小曲面均为正螺旋面。

例 10.3. 取 Φ = i，Ψ = 1
z
，定义域为 C\{0}；或取 Φ = ez，Ψ = e−z，定义域为 C，相应

的极小曲面均为悬链面。
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注意到看似不同的 Weierstrass 数据，可能会给出相同的极小曲面。更多的用 Weierstrass
表示具体极小曲面的例子，由于篇幅的限制，我们这里就不再展开了，感兴趣的同学可

以参考 [18]的 §10.2 小节，或 [24]的 §10.2.4 小节。

有些同学一定会产生这样的疑问，从式子 φ2
1 + φ2

2 + φ2
3 = 0 出发，还可以有其他不

同的解析的方式来表示 φk，为何一定要使用 Weierstrass 表示呢？这是因为 Weierstrass
表示有着非常明确的几何意义。具体来看，已经知道

∂r⃗

∂z
=

1

2
(
∂r⃗

∂u
− i

∂r⃗

∂v
),

∂r⃗

∂z̄
=

1

2
(
∂r⃗

∂u
+ i

∂r⃗

∂v
)

于是

∂r⃗

∂z
× ∂r⃗

∂z̄
=

1

4
(
∂r⃗

∂u
− i

∂r⃗

∂v
)× (

∂r⃗

∂u
+ i

∂r⃗

∂v
) =

i

2
r⃗u × r⃗v =

i

2
|r⃗u × r⃗v|n⃗ =

i

2
λ2n⃗

这里 n⃗ 为曲面 Σ 的单位法向量。另一方面，根据(9.4)式有

⟨r⃗z, r⃗z̄⟩ =
λ2

2

将 ∂r⃗
∂z

= 1
2
(φ1, φ2, φ3)，

∂r⃗
∂z̄

= 1
2
(φ̄1, φ̄2, φ̄3) 代入上式，并利用 Weierstrass 表示(10.5)式，有

1

4
(|φ1|2 + |φ2|2 + |φ3|2) =

1

8
|Φ|2(1 + |Ψ|2)2 = λ2

2
(10.6)

于是
∂r⃗

∂z
× ∂r⃗

∂z̄
=
i

8
|Φ|2(1 + |Ψ|2)2n⃗

最后
∂r⃗

∂z
× ∂r⃗

∂z̄
=
1

4
(φ1, φ2, φ3)× (φ̄1, φ̄2, φ̄3)

=
1

4
(φ2φ̄3 − φ3φ̄2,−φ1φ̄3 + φ1φ̄3, φ1φ̄2 − φ2φ̄1)

=
i

8
|Φ|2(1 + |Ψ|2)(2ReΨ, 2ImΨ, 1− |Ψ|2)

对比可得

n⃗ = (
2ReΨ

1 + |Ψ|2
,

2ImΨ

1 + |Ψ|2
,
1− |Ψ|2

1 + |Ψ|2
)

回忆球极投影的坐标关系

(
2Rez

1 + |z|2
,

2Imz
1 + |z|2

,
1− |z|2

1 + |z|2
)
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>>:

@�(x; y)
@x

=
pq
g

@�(x; y)
@y

=
1 + q2

g

�?@� � (x; y)�>F��6!›�¸
%��?ø���f @�(x;y )
@y = @�(x;y )

@x = pq
g �¸F��E
©-v�ï0A4ú

8
>><

>>:

@'(x; y)
@x

= � (x; y)

@'(x; y)
@y

= � (x; y)
(10.11)

1�‰ 'l�¸+^ �3 �¦ f �5 �˜ �@�E �c F �¸ �< �Í �f (10.8)�E�ÇB16; 
%��PÂA÷�¸ -* �Û+g (10.8)�E �• 
%�2

�0 (10.9)
Â(10.10)�E�F1��>
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Â@��Æ�3�¦.J0¬�(M˜,º�L
^�ª�‰���‹

�•%�Cé-.�ï�]�—�,�¸�?@� ' (x; y)�>F��m,º ' 8 'l%�Cé

' xx =
1 + p2

g
; ' xy = ' yx =

pq
g

; ' yy =
1 + q2

g
(10.12)

�Ä�e�G�"69<‡	ø�¦
��˜ 8
<

:

u = x + � (x; y)

v = y + � (x; y)
(10.13)

#��E�fF��6	ø�¦
��˜F�
%���Ï�F
8
<

:

u = x + ' x (x; y)

v = y + ' y(x; y)

F��m�˜�¸ Id + r ' ,º
��˜�•>á0&�p�3�¦ ' �é�Ð,º Levy 
��˜�>5�5#�›-A (10.13)F��6(¯!À

,º Levy 
��˜,º�]C^�>B� Levy 
��˜,º Jacobi .�Lk

J =

 
ux uy

vx vy

!

= Id +

 
' xx ' xy

' yx ' yy

!

=

 
1 + 1+ p2

g
pq
g

pq
g 1 + 1+ q2

g

!

�CLô
�)æ.�Lk

 
' xx ' xy

' yx ' yy

!

=

 
1+ p2

g
pq
g

pq
g

1+ q2

g

!

�e�6�`!™�Ð.�Lk� �̧{ J �•�e!™�Ð,º�>F�6BF�

�m,º Levy 
��˜�e�6�`M”F6	L,º���7�Ð
G,º!™�O	ø�¦
��˜�¸ (u; v) �e�(M˜ � �@�æ,º	ø�¦

31�>!š�,

�Gu = �Gx + � x �Gx + � y �Gy = (1 +
1 + p2

g
)�Gx +

pq
g

�Gy

�Gv = �Gy + � x �Gx + � y �Gy =
pq
g

�Gx + (1 +
1 + q2

g
)�Gy

�Ä�e

�Gu2 + �Gv2 = (
1 + g

g
)2

�
(1 + p2)�Gx2 + 2pq�Gx�Gy + (1 + q2)�Gy2

�


Â�3�¦
4���S��,º1b�6�0�b�˜�E

I = (1 + f 2
x )�Gx2 + 2f x f y �Gx�Gy + (1 + f 2

y )�Gy2

�E-.�/"
�¸�?

I = (
g

1 + g
)2(�Gu2 + �Gv2)

F�B*�D�¼ (u; v) �e�·�E
4 � �@,º1•$_	ø�¦31�>
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�/�Ä�68b,º�·�E�(M˜�¸�vG��q�e
%���Ï�F Monge�˜�E�¸�•�g�e�·�E
4�>6B�·�E
4�@

�o�¤ Levy 
��˜�q�e�?1•$_	ø�¦31,º� �̧•�g�e�·�E�(M˜�@G3�Ž
^�vG�1•$_	ø�¦31� 6̧B�JF�

�Ñ1•$_	ø�¦31�¾�ï�I�t�E>žEô�0�›�>

���*Q�,º�xM˜Aè� �̧b�›B9
Â�3�¦
Â@��Æ�3�¦,º�©31�g�eM”�n�ü�=,º� 
̧�!š� �̧��·�E�]

�´�ƒ5¤
GH�,º�<H��3�¦G3�eB9
Â�3�¦�µ�2�0�·�E�(M˜�@,º1•$_	ø�¦31�´@��Æ�3�¦�µ�•�eM”

�n8 'l,º�6�,�Á�>


^�A�6�E8¸�µ+^F��m,º1•$_	ø�¦31�›�Í�f�·�E�(M˜�*$'�›,º�]C^�•�ƒ�¸�G�"�~�›A÷

�D�ž�©M˜ R2 �@,º�·�E
4,º Levy 
��˜,º�6�`�]C^�¸�ï�õ
D5#�µ+^�>

�K*< 10.4. �¸�Ò f �e�Ð�•
^�ž�©M˜ R2 �@�·�E�(M˜�ï0A,º@��¸�O-.�Ê,º Levy 
��˜ L �e

R2 ! R2 ,º 1-1 �/�Ê�>

A÷�D. �~�›A÷�D Levy 
��˜�e	‹�:�>�vG��@ Levy 
��˜�e	‹,º
%���� Levy 
��˜,º Jacobi

.�Lk-*�Û-A�0�¸L$NÎ,º�n�ù�eA÷�D�ª�‰�•�e	‹�:�>A÷�D,º�)#��¬�Ô�eB*�D Levy 
��˜�A

�1�E�Z�`�C
B&ï�•L*,ºD�/ñG3?·�]�Ä�Z&ï	Õ�~,ºD�/ñ�>�­�‰�›-A�¸Aô P0 = ( x0; y0); P1 =

(x1; y1) 2 R2�¸A×1Í

kL(P1) � L(P0)k2 = ( u(P1) � u(P0))2 + ( v(P1) � v(P0))2

= (( x1 � x0) + � (x1; y1) � � (x0; y0))2 + (( y1 � y0) + � (x1; y1) � � (x0; y0))2

=( x1 � x0)2 + ( y1 � y0)2

+ 2 (( x1 � x0)( � (x1; y1) � � (x0; y0)) + ( y1 � y0)( � (x1; y1) � � (x0; y0)))

+ ( � (x1; y1) � � (x0; y0))2 + ( � (x1; y1) � � (x0; y0))2

(10.14)

Aæ


 (t) = (1 � t)P0 + tP1; t 2 [0; 1]

�eF��ÛF��Z&ï,º-*4õ!ë�>69<‡�3�¦ h(t) = ' � 
 (t)� �̧¬�c ' �e Levy 
��˜�c,º�3�¦�¸+g�ï

0A(10.11)�é�Ð�>�CLô�Í�f

h0(t) = ( x1 � x0)' x (
 (t)) + ( y1 � y0)' y(
 (t))

h00(t) = ( x1 � x0)2' xx (
 (t)) + 2( x1 � x0)(y1 � y0)' xy (
 (t))( y1 � y0)2' yy(
 (t))

�•�ƒ�(5�A×1ÍEý�¸.�Lk

 
' xx ' xy

' yx ' yy

!

=

 
1+ p2

g
pq
g

pq
g

1+ q2

g

!

�e�6�`!™�Ð.�Lk�¸6B h00(t) 
%��

?ü�pF��`!™�Ð.�Lk�/�Ê,º�Â!W
Á�¸�{�e�6�`!™�Ð�Â!W
Á�¸F��E
©-v h00(t) � 0�¸��6B�?
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h0(1) � h0(0)�>
��6�ïM˜

h0(1) � h0(0) = (( x1 � x0)' x (P1) + ( y1 � y0)' y(P1)) � ((x1 � x0)' x (P0) + ( y1 � y0)' y(P0))

=( x1 � x0)( � (x1; y1) � � (x0; y0)) + ( y1 � y0)( � (x1; y1) � � (x0; y0))

52
>�?

(x1 � x0)( � (x1; y1) � � (x0; y0)) + ( y1 � y0)( � (x1; y1) � � (x0; y0)) � 0

���› (10.14)�E�c�¸�?

kL(P1) � L(P0)k � (x1 � x0)2 + ( y1 � y0)2 = kP1 � P0k (10.15)

�Ã�›A÷ Levy 
��˜�e%��:�>�G�"+^
�A÷#��¸�}Aô Levy 
��˜�C�e%��:�¸��Lü�p RnA�Ç


B�,
��p Levy 
��˜,º JacobiM”F6	L� �̧vG��e
B7��>�<��Lü RnA �c,º�6&ï
Â A �c,º�6&ï

+^�(4õ � -.F��Û�¸+gF�5#�]�ï#�� �̧û'l�Ž
^�6&ï Q 2 � � �̧µ�Í Q &ï,º�1�‹�6�`Fñ��G3��


Â RnA� �̧•
Â A -.�Ú�>�Ã�o�¤�(4õ � ,º�1�E�]� 
̧%�2�0Lü
> A �?Eï+‚� �̧C�ÞAæ�p @A1�>

�Û�A�›�~
��?L†&ï Q 2 @A�¸�Ã
�&ï�M f Qng1
n=1 �¸ Qn 2 R2nA �� Q �p�·L†&ï�¸AæF�

�6&ï�M
^ Levy 
��˜�A,º	Õ���p f Png1
n=1 �¸ Pn 2 R2�>�G�"�ã@6&ï�M f Png1

n=1 ,º6•&ï�C73

�e�6�`�?+‚,º&ï�>F��e
��p�¸�¸�Ò&ï�M f Png1
n=1 ,º�·L†�p
0�Ð&ï P�´�û?·,ºB�
%��
��l

�‘,º�†�M�µ�¸�O�o�¤ Levy 
��˜ L ,ºF�5#�]�¸ L(P) = Q�>'l6B Levy 
��˜ L ,º Jacobi M”

F6	L�¸�vG��e
B7��¸�û�?�EFñ�� U 3 P�¸�µ�Í L(U) 3 Q�¸F��õ
Â Q 2 @A�e�6�`Eï+‚&ï

-..�-4�>

F��m� �̧G�"�? L(Pn ) = Qn �¸ �O�L�Pn!1 Pn = 1 � �̧|��Lü f Qng ,º6•&ï Q �e�6�`�?L†&ï�>

F�
Â (10.15)�E�¸�•�g�e Levy 
��˜�q�e�Ô�Ö�Z&ï�•L*,ºD�/ñ-..�-4�>

F�B*�D�¼�/�Ä�ž�©M˜�@,º�·�E
4�¸ Levy 
��˜�Í�f,º	ø�¦ (u; v) 
%���’�p�ª�‰,º	ø�¦

31�>

10.1.3 �·�E
4,º Weierstrass>ž/p


��ü�•�ƒ,º�»�ï�¸�]�ìM6?·(¯�a#��E,º�e�¸�vBI Weierstrass>ž/p�¸�e�/�·�E�(M˜�@

�1�‹�6�`1•$_	ø�¦31G3�Ž
^,º�>'l6B�¸�/�Ä�68b,º�·�E�(M˜�¸�¤FP,º1•$_	ø�¦31�¾Lô�t

1�[�r
fAè� A̧÷�DEý0A�c
 ?·�?�6&ï Q ,ºFñ����4þ�D��Lü
Â A G3-.�Ú	©
%� Ļü
> A �e
\�?�ª�‰,ºEï+‚

�¬"×�?�ÔC^,º�’+^�¸�G�"�K�›Eï+‚&ï
 �eAßA÷�D,º���‹
4�¥�*$;�¦�>
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�E�Í�f�¸F�6B�•���„��#��­�‰
f�Í�f Weierstrass>ž/p�c � 
Â 	 ,º�˜�E�>�v���¸�G�"�?

�û?·L†�l
^�·�E
4,º99+ª�»� 6̧9<‡+g Levy 
��˜�v5��0,º(¯!À,º1•$_	ø�¦31�>F��,� �̧C�û

1•$_	ø�¦31
%���t�E�Ï�0�¸ � 
Â 	 F��Z�`�3�¦�•
%LÅ�•A×1Í�Í�f�t�E>žEô�E�¸�p�G�"�A

�6!›,º�Ê+^�QFV�—�,�>

�­�‰�›-A�¸Aô � = f x; y; f (x; y)g �e�·�E
4�¸ (u; v) = L(x; y) �e Levy 
��˜�¸)æ
^�G

�"�À1•$_	ø�¦31 (u; v) �A,º Weierstrass>ž/p�­�‰�Ï�0�>!š�,

' 1 = xu � ix v; ' 2 = yu � iyv; ' 3 = f u � if v

�~�›"x@� xu; xv; yu; yv �>#��E�f Levy 
��˜,º Jacobi .�Lk�p

J =

 
ux uy

vx vy

!

=

 
1 + 1+ p2

g
pq
g

pq
g 1 + 1+ q2

g

!

�Ä�e�¹,ºF< J � 1 �p
 

xu xv

yu yv

!

=
g

(g + 1) 2

 
1 + 1+ q2

g � pq
g

� pq
g 1 + 1+ p2

g

!

=
1

(g + 1) 2

 
g + 1 + q2 x

g
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�é�Ð,º1•$_	ø�¦31�?

' 1 + i' 2 = xu � ix v + i (yu � iyv) = xu + yv =
2 + 2g + p2 + q2

(g + 1) 2
= 1

�ˆ�F1��>F��E
©-v�/�Ä�·�E
46B@6�¸�¸�ÒGý+^ Levy 
��˜�é�Ð,º1•$_	ø�¦31�F̧Ù�~ Weierstrass

>ž/p�c � 
Â 	 -.�È1•�-� �̧ÔL{�@
 M6?·�:*<�¬�c,º�6�`	©
%�>�˜
�B�B*� �̧/�Ä�·�E
4F�

0�(¯�Á� 
̧%��	‹)"�µ+^ � �L6; 	 � �̧À 10.1.1�E8¸,º�žG��»�ïH��Ï�6Fƒ� 
̧B�œ�"
%��8 >‚�S

B�� �̧G�"F�H��C�ÃCŽF&� 
̧ �GF?�¬�c�6�©Kd,º5	AðL~F&�6�A�Æ�/�Ä�·�E
4�¸Gý+^ Levy 
�

�˜�é�Ð,º1•$_	ø�¦31�¸�O � �e�·�E
4�@,º@��Æ�3�¦�¸�?

j� j =
p2 + q2

g2 + 2g + 1
=

p2 + q2

p2 + q2 + 2g + 2
< 1

6B	 �e�·�E
4�@,º�Ð4å�3�¦�¸�?

j	 j2 =
g2 + 2g + 1

p2 + q2
=

p2 + q2 + 2g + 2
p2 + q2

> 1

*10.1.4 �·�E
4�@,º Bernstein�Ð*<
Â Heinz�fA×

�?�¼F��Ñ�ü�=���’�¸A÷�D�AM˜,º�Ð*<�g�eM”�n1¶	‹,º�6�,�Á�>

�Ð*< 10.5 (Bernstein). Aôf (x; y) �e�Ð�•
^�ž�©M˜ R2 �@�·�E�(M˜�ï0A,º@��¸�O f �p4õ�]

�3�¦�>

A÷�D. �• Levy 
��˜ (u; v) = L(x; y)� �̧¬69<‡1•$_	ø�¦31 (u; v) �A,º Weierstrass>ž/p�>
�

�p Levy 
��˜�e�ª�‰�J 1-1 ,º�¸ (u; v) �•�e�ª�` R2 �@,º	ø�¦�>F�6B� �̧*�­�•�ƒ,ºAÞAð�¸ �+ 2
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ˆ �ÔL{�@�¸
%���C�µ+^ Weierstrass>ž/p�¸-*�Û�›A÷�D Bernstein �Ð*<�¸	ø?÷Lz

�‹ L�Ç�CEýB��ï#�
Â�µ+^ Weierstrass>ž/p,ºA÷�D�¬"×�?�bC^	p�a�>�L6;B*�F̧�

2±
Á,ºA÷�D�Ģ3$Æ�ÄJorgens�Ð*<�Æ�¸�Ò�Ð�•
^�ª�` R2 �©M˜�@,º�3�¦ ' (x; y)

%�Cé' xx ' yy � ' 2
xy = 1 a�¸�J ' xx � 0�¸�O ' xx ; ' yy ; ' xy 
}�p�n�¦�>

ˆ Lš�¼F��m,ºA÷#��¸L~-7Dá�~+UF��µ+^Eý Gauss�()½
Â!WB9
Â�3�¦,º�]C^�›A÷

�D�¸�U�ªCÙ,º
B�œ
%��	ø69 [18] �>

ˆ �CAð� 0�A÷#�� �̧n�ùG3�e�_+^ Levy 
��˜�ÀFP�n,º	ø�¦31 (x; y) �˜�F1•$_	ø�¦

31 (u; v)� �̧6��
^1•$_	ø�¦31�A� �̧g�¾�ï�IE¢	L�F�pB9
Â�3�¦�L6;@��Æ�3�¦,º

�]C^�›A÷�D�>

aF��•�e Monge-Ampère�ï0A,º(¯!À�û�ë�>

�G�"F�
%���*4ü8*
f�µ+^ Weierstrass>ž/p�¸F�6B�Í�f�·�E�(M˜�*2ô4ü,º�]C^�>

�Ð*< 10.6 (Heinz�fA× ). Aôf (x; y) �e�Ð�•
^
<-� B (r ) = f (x; y) 2 R2jx2 + y2 < r 2g �@�·

�E�(M˜�ï0A,º@��¸ P0 = (0 ; 0; f (0; 0))� �̧O�·�E�(M˜ � = ( x; y; f (x; y)) 
^ P0 &ï�:,º Gauss

�()½%�Cé

jK (P0)j �
16
r 2

A÷�D. 
��ü Weierstrass>ž/p�A,º Gauss�()½,º>žEô�E (10.7)�Æ

K = �

 
4j @	

@zj
j� j(1 + j	 j2)2

! 2

#��E�f�/�Ä�·�E
46B@6� �̧? �	 2 = � 1�>*<Að�@Aè� �̧o�Ï�p � �L 	 ,º	‹
�H�>žEô�EG3�e


%>‚,º�Ç�CEý�p�¼Fµ�ƒ�0)æ�6�o
-F��m-.�/�C�x,º>žEô�E�¸�G�"F?��+^ 	 >ž�0 � �¸�Ä�e

�@�E
��p

K = �

 
4j	 j2j @	

@zj
(1 + j	 j2)2

! 2

	þ
��p!š�, 	 �e�`�Ð4å�3�¦� �̧J j	 j > 1� �̧p�¼�ï�õ�:*<� �̧� h = 1
	 � �̧O h < 1 �e�6�`�?

+‚,º�ž4å�3�¦�>F�6B Gauss�()½>žEô�E
%���o�Ï�p

K = �

 
4j @h

@zj
(1 + jhj2)2

! 2
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	þ jhj2 = 1
j	 j2 = p2+ q2

(g+1) 2 �¸

1 + jhj2 =
g2 + 2g + 1 + p2 + q2

(g + 1) 2
=

2g2 + 2g
(g + 1) 2

= 2
g

g + 1

�64þ�?

K = �j
@h
@z

j2(1 +
1
g

)4 (10.16)

?·�fA× K �¸
 ?·�fA× @h
@z = h0(z) 	©
%�>+g�Ä jhj < 1�¸ h 
%��?ü�p+g B(r ) = f (x; y) 2

R2jx2 + y2 < r 2g �f�C�©M˜�@	‹�ƒ
<-� D(1) ,º�V�:�>�fF�H��G�"8 'l�P�)�f�—�,-.F�,º

Schwarz�K*<�Æ

�K*< 10.7. Schwarz
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�{

jh0(z0)j =
1 � j c0j2

r
jG0(0)j �

1
r

���› (10.16)�E�¸�¬#��E�f L(0; 0) = z0�¸�?

jK (P0)j �
1
r 2

(1 +
1

g(P0)
)4 �

16
r 2

0C�Ö�<�Æ
D�CLô
�)æ�¸Bernstein �Ð*<�ÔL{�@�e Heinz �fA×,º�ÞAð�>�­�‰�›-A�¸ Heinz

�fA×B*�D�¼�‰�·�E
4,º	€�ºCÀ�]�,� �̧¹,º�c�ù�gCÀ�©
œ�>(¯�a,º� �̧¸�Ò�·�E
4�e�Ð�•
^�ª

�`�ž�©M˜�@� �̧O
%�1
�
4�@,º�6&ï� �̧¬�� r ! 1 � �̧o�¤ Heinz �fA×� 
̧%.�F�&ï�:,º Gauss

�()½ K = 0�Ç'l6B�·�E
4,º H � 0�¸F�B*�DB�&ï,º1b�Â�0�b�˜�E�pM,�>�6
D�o�¤&ïF?
�

,º�1�E�]�¸�(M˜�@1b�Â�0�b�˜�E�ˆ�pM,�¸
 73�e�©M˜�>

<³'l�ÔL{�@�¬�CM6?·�¸!š�C�x
fA÷�D Bernstein �Ð*<�¸�CEý
%?÷�¸-."
 Bernstein �Ð

*<�¸ Heinz �fA×�*2ô4ü
f�q+q�¼�·�E
4,º�©
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}�()½�(M˜�>�©
}�()½�pM,,º�(

M˜�e�·�E�(M˜� �̧•�g�eB*�n�©
}�(M˜�(M˜�e"
�·�E�(M˜�*�µ#�,º�62±�/B—�>
%�)6B.�� �̧n

�©
}�()½�(M˜�¬"×�?�·�E�(M˜FÙ�~�³,º�]C^�¸�|�¹
Â@��Æ�3�¦,º�©31�Ó'lM”�n�ü�=�>

10.2.1 �n�©
}�()½�(M˜�@,º1•$_	ø�¦31

�•�ƒ�(5�.�F‰�¸
^�1�‹�6�V�(M˜�@�vG�G3�Ž
^1•$_	ø�¦31�¸
^F��6�E8¸�c�¸�G�",º

�1�×�e.J0¬�n�©
}�()½�(M˜�@1•$_	ø�¦31,º(¯!À�]�¸�­�‰�›-A�¸�•�g�eA÷�D�¸�A
³NÎ�Æ


³NÎ 10.8. �©
}�()½�p�n�¦,º�(M˜�L6;�e�©M˜�¸�L6;�e*9M˜�¸�L6;�Ž
^	ø�¦31 (u; v)�¸�µ

�Í�¹,º1b�6�0�b�˜�E
Â1b�Â�0�b�˜�E73�U>ž/p�F

I = � (�Gu2 + �Gv2)

II =(1 + �H )�Gu2 � (1 � �H )�Gv2

�¬�c H �p�(M˜,º�©
}�()½�>
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Â@��Æ�3�¦.J0¬�(M˜,º�L
^�ª�‰���‹

?ø��1b�6
Â1b�Â�0�b�˜�E� �̧6�],º(¯&ï�e�Æ���e!™�Ú�()½4õ5‡� 	̧þ�e1•$_	ø�¦31�>6B

F��Z0�	ø�¦31	‹)",º�Ž
^�]�¸
^�6�Ð0A�Ü�@G3�e
%����LÒ,º�>�©Kd�e
^�©
}�()½�p�n�¦

,º�ƒ���A�¸B*�D�¹�"
%��
B�,�F1��>

�SD%�6�¸��!™�Ú�()½4õ5‡�0
��>�(5�.�F‰�¸�¸�Ò&ï&ïG3�e7F&ï�¸�O�(M˜?·�~�e�©M˜�¸

?·�~�e*9M˜�>�}�Ð�(M˜���6&ï�C�e7F&ï�¸FÙ�~
^F��6&ïLzF��•M”7F&ï�>�Ä�e
^�vG��Ž
^

!™�Ú�()½4õ5‡�¸�µ�Í
I = E�Gu2 + G�Gv2

II = L�Gu2 + N �Gv2

!š�, H = 1
2( L

E + N
G )�¸�—�, H �p�n�¦�¬�C73-*�Û+^�›B*�D5	Að (�/ H "x�…�2
D�E

�†�¾�C�x )�¸8 'l?·69<‡�(M˜�_'l8 �\,º Gauss-Codazzi�ï0A�>
��ü�¸!™�Ú�()½4õ5‡�A,º

Gauss-Codazzi�ï0A�Æ

�
p

EG

 

(
(
p

E)vp
G

)v + (
(
p

G)up
E

)u

!

= LN

@L
@v

= H
@E
@v

@N
@u

= H
@G
@u

8 'l69<‡ Codazzi�ï0A�>+g�Ä H �p�n�¦�¸ Codazzi�ï0A�c,º1b�6�`
%���o�Ï�p

@L
@v

=
@HE

@v
=

@
@v

�
1
2

(
L
E

+
N
G

)E
�

=
@
@v

�
1
2

(L +
EN
G

)
�

�Ä�e
@
@v

�
LG � EN

G

�
= 0


B*<�¸+g Codazzi�ï0A�c,º1b�Â�`�¸
%�Í

@
@u

�
LG � EN

E

�
= 0

8)!š�¸�C�Þ��
LG � EN

G
= f (u)

LG � EN
E

= g(v)
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#��E�f�¸�Ò!š�, LG � EN = 0�¸�OB*�D�¼1b�6
Â1b�Â�0�b�˜�E�F"
�Á�¸
Â�G�"�6�S!™�Ú

�()½4õ5‡�Ž
^,º�}Aô-..�-4�>�G�"�C�Þ�}Aô LG � EN > 0�¸�/�Ä�E�ÄM,,º�û�˜�¸
%��H�

�æF?
�	ø�¦�¸B9�˜ u; v ,º�ƒ5¤�¸2±�rAÞAð�>!š�,�¸

I = E�Gu2 + G�Gv2 =
EG

LG � EN

�
LG � EN

G
�Gu2 +

LG � EN
E

�Gv2

�

=
EG

LG � EN

�
f (u)�Gu2 + g(v)�Gv2

�


%�� � = EG
LG � EN �¸��
�

�G~u2 = f (u)�Gu2

�G~v2 = g(v)�Gv2

F��m

I = � (�G~u2 + �G~v2)

�ÔL{�@�¸

� =
1

LG � EN
EG

=
1

L
E � N

G

=
1

� 1 � � 2

�Ã�›-AF��,,º1b�Â�0�b�˜�E�>

II = L�Gu2 + F �Gv2 = L
G

LG � EN
�G~u2 + N

E
LG � EN

�G~v2

=
EG

LG � EN

�
L
E

�G~u2 +
N
G

�G~v2

�

=
EG

LG � EN

��
H +

1
2

(
L
E

�
N
G

)
�

�G~u2 +
�

H �
1
2

(
L
E

�
N
G

)
�

�G~v2

�

=
�

�H +
1
2

�
�G~u2 +

�
�H �

1
2

�
�G~v2


Â5	Að,º�˜�E+›�?�$�8�>�CEýF��Ñ�$�8�Â�ž"×�?�ÔC^,º�§���>
 ?·��

�Ĝu2 =
1
2

�G~u2

�Ĝv2 =
1
2

�G~v2

�O�?

I = 2� (�Ĝu2 + �Ĝv2)

II = (2 �H + 1) �Ĝu2 + (2 �H � 1) �Ĝv2
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}�()½�p�n�¦,º�(M˜�@

�6�Ð�Ž
^1•$_	ø�¦31�>6B�68b�(M˜�@1•$_	ø�¦31,º�Ž
^�]�¸�eM”�nLôA÷�D,º�>


B�,�•8 'l
f�K�0�S69�Æ ��'l
%����!™�Ú�()½4õ5‡�0
�A÷�D1•$_	ø�¦31,º�Ž
^�¸FÙ

�~�?�¾�],º
%73�¸�•
%����1•$_	ø�¦31�0
��¸A÷�D!™�Ú�()½4õ5‡,º�Ž
^�>

�SD%�Â�Æ�vG�
�1•$_	ø�¦31�¸�?

I = � (�Gu2 + �Gv2)

II = L�Gu2 + 2M �Gu�Gv + N �Gv2

!š�,�¸ 2H = LG � 2MF + NE
EG � F 2 = L + N

� �>-*�Û"x�2�*�p�C�x� �̧o�¤5�PÂ� �̧µ+^ Codazzi�ï0A�>�~

-A1b�6�`�ï0A
@L
@v

�
@M
@u

= � M � 1
11 � N � 2

11 + L� 1
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�Ã���›!™�Ú	ø�¦31�A Christo�el Aæ
-,º>žEô�E�¸

� 1
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1
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1
E

@E
@u

=
1
2

1
�
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@u
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1
2

1
G

@E
@v

= �
1
2

1
�
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@v
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1
2

1
E

@E
@v

= �
1
2

1
�
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@v
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1
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1
G

@G
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=
1
2

1
�

@�
@u

�?
@L
@v

�
@M
@u

=
1
2

L + N
�

@�
@v

#��E�f 2H = L + N
� �p�n�¦�¸

@L
@v

�
@M
@u

=
1
2

@( L + N
� � )

@v
=

1
2

@(L + N )
@v

	©
1
2
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@v
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B*<�¸
��L�6�` Codazzi�ï0A
%���Þ�0

1
2

@(L � N )
@u

= �
@M
@v



10.2 �n�©
}�()½�(M˜ 309

F��Z�`�E�†��>ž�ö�~
a�•�Ë Cauchy-Riemann�ï0A�­	© L � N
2 � iM �e�6�`�©�Ä z =

u + iv ,º@��Æ�3�¦�>6B�G�"M6?·�•,º�eB*�D M = 0�¸�L6;F?
��6�`�æ,º
†�=31�¸�µ�Í

M = 0�>�t'l�¸�û�û+g L � N
2 � iM @��Æ�¸�e"×�?�Ô#��Þ�0 M = 0 ,º�>�v���¸�Û�A�›�G�"

M6?·�•,º�Á�û�ÔL{�@
��F�¼�Æ�o�¤ L � N
2 � iM @��Æ�¸�2�0�6�`�æ,º1•$_	ø�¦31�¸�µ�Í�æ

	ø�¦31�A1b�Â�0�b�˜�E,º�Ú	ÿN¯#¾�g�>

�o�¤�Ð*< 9.15�¸9��(�? (u; v) �p1•$_	ø�¦31�¸�� z = u + iv �¸69<‡�C�3�¦ w = f (z)�¸

�¬�c w = ~u + i ~v�>�O (~u; ~v) �•�e1•$_	ø�¦31,º�{�<�û?·�—�,�p f (z) �e�6�`�6�6,º@��Æ�3

�¦�>F��m�1�´�æ,º1•$_	ø�¦31�gE¢	L�F�¼�´@��Æ�3�¦�>'l6B-*�Û���C�<�Æ*<Að�›�•�1�´

%�Cé�—�,,º@��Æ�3�¦ f (z)�¸Lô�Ü�?�Ñ�]�>�G�"�B�Q�~���·1%,º1¶	‹�û�˜�›�•�¸�´�f�SD%


D�¸�Ã�	�µ�f�68b�û�˜�>

�(5�.�F‰��̧6�`@��Æ�3�¦� �̧o�¤�6�] W	Õ*<�?̧·�~�e�n�¦� ?̧·�~�vG��e�6�`�6�6�/�Ê�>

�û�˜ 1�¸�}Aô M � 0�¸�o�¤@��Æ�]�¸ L � N
2 �•�e�6�`�n�¦�>�¸�Ò L � N � 0�¸�t'l�(

M˜�e�ž7F�(M˜� �̧o�¤ 3.3.4�E8¸�c,ºAÞAð� ?̧·�~�e�©M˜� ?̧·�~�e*9M˜�>�¸�Ò L � N = c 6= 0�¸

�¬�c c �p�n�¦�>5	
> 2H = L + N
� � 
̧%��@��Í L = �H + c

2 �¸ N = �H + c
2 � �̧•	ø�¦
��˜	©�Í�>

�û�˜ 2�¸)æ
^�¸�G�"�C�Þ�}�Ð�3�¦ L � N
2 � iM �e�6�`�n�¦�¸�J M 6= 0�>�¸�‹�<

II = L�Gu2 + 2M �Gu�Gv + N �Gv2

�c,º�Ú	ÿN¯#¾	ñ
˜�Ë
��ü
^@��Æ���‹	L�Â!W�(4õ�p�=�ü�˜�c�¸�G�"
%��F�>‚E¢@��>
B�m

G3�e�Â!W
Á�¸
%�� 8
<

:

�Gu = �F�R�V� �G~u � �V�L�Q� �G~v

�Gv = �V�L�Q� �G~u + �F�R�V� �G~v
(10.17)

�¬�c�¸ �F�W�J2� = L � N
2M �>!š�,�¸�?'•�G�",º�}Aô�¸ �F�W�J2� �e�n�¦�¸F�6B � �e�6�`
0�Ð,º�r�>

(10.17) �û'l
%���F1��>
B�,�¸ (10.17) �e�6�`!™�Ú
��˜� �̧û'l�•���71b�6�0�b�˜�E,º�m�†�>

��6BL$NÎ
��f�¼�û�˜ 1�>

�û�˜ 3�¸ L � N
2 � iM �C�e�n�¦�>!š�, �F�W�J2� = L � N

2M �C�e�n�r�´
\�O
Â Cauchy-Riemann

�ï0A.�-4�µ�¸	© � �e u; v ,º�3�¦�>!š�,�D (10.17) �E-.1•�-,º�ä�<�ï0A4ú

8
<

:

�G~u = �F�R�V� �Gu + �V�L�Q� �Gv

�G~v = � �V�L�Q� �Gu + �F�R�V� �Gv

�¬�C�6�Ð�?@��´
^!™�Ú	ø�¦31�Ž
^�]�c�(5����f�¸
%���$�C�¦�¸�|�C73�¦�³-.1•�µ�>
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Â@��Æ�3�¦.J0¬�(M˜,º�L
^�ª�‰���‹

�¸�‹
^ L � N
2 � iM �e�6�`M”�n�r,º@��Æ�3�¦,º�—�,�A�¸�´�f
>F8,º	ø�¦31�¸�g�F�p

�¼@��éL$NÎ,º�©Kd�>	©�B�Q�_+^�C
��3�¦,º.�Aü�›�´�ï0A4ú
8
<

:

�G~u = �F�R�V� �Gu + �V�L�Q� �Gv

�G~v = � �V�L�Q� �Gu + �F�R�V� �Gv

,º@��´�C�6�Ð�?@���̧|�e
%���$�6�`�3�¦�C�	̧©0%�<
��†�µ�>Aæ �Gz = �Gu+ i �Gv�¸�G~z = �G~u+ i �G~v�¸

�O�@F&�ï0A4ú
%�o�Ï�p�C�¦�˜�E�Æ

�G~z = ( �F�R�V� � i �V�L�Q� )�Gz (10.18)

�¬�c

�F�W�J2� =
L � N

2M
� 
Â z ,º�©31M”�n�C�x�¸ (10.18) �E��#�-*�Û"x@��>�_+^�(�?�—�,��̧� g(z) = L � N

2 � iM �¸

�O g(z) @��Æ�>#��E�f

�
L � N

2M
= �F�W�J�$�U�J(g(z))

F�H� �$�U�J�=���C�¦,ºEÆ@��>�Ä�e 2� = � �$�U�J(g(z)) �¸	© � = � 1
2 �$�U�J(g(z)) �>F��E
©-v

�F�R�V� � i �V�L�Q� = e� i� = e
i
2 �$�U�J(g(z)) =

p
g(z)

p
jg(z)j

���› (10.18)�¸�?

�G~z =

p
g(z)

p
jg(z)j

�Gz

'l6B�M�v
ž.��¸ jg(z)j �¬�C�e�6�`@��Æ�3�¦�¸�@F&�ï0A�e�C
%73�?@�,º�>

�|�e��
��6�ïM˜�›B*�¸�G�"�•�Â�ž"×�?�û?·�À8 �'�vL†
^	‹�ƒ!™�Ú
��˜�c�¸�e
%��

�$�6�`0%�<
��†,º�>
%��69<‡

�G~z =
p

g(z)�Gz (10.19)


 ?·F��6�ï0A�?@� ~z = f (z)�¸�¬�c f @��Æ�¸FÙ�~

1. 1b�6�0�b�˜�E�P�?
�	L�¸�|��'l�e�©M˜1b�6�0�b�˜�E,º�3�¦�C�Ç

2. 1b�Â�0�b�˜�E�c,º�Ú	ÿN¯�6�m
%��#¾	ñ�Ç

3. +^ (10.19) �E���5 (10.18) �E�¸-.�‰�Ä+^��@��/�Ê�¸�5�˜��Kµ�/�Ê�>
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L$NÎ
^�Ä<³'l g(z) �e@��Æ�3�¦� �̧|�e
p

g(z) �¬�C�e�6�`�ª�‰,º@��Æ�3�¦�>�CEýF��/

�G�",ºL$NÎ"×�?�bC^,º�§���>F��e
��p�¸�G�"
^69<‡�3�¦
p

g(z) ,º@��Æ�<�e,º�,�O�¸
%

��
� �$�U�J�p �
2 ,º�e�¨4õ�>!š�,�¸ M = 0� �̧Â!W
Á�(5��/@�	L� �̧F�p!™�Ú�()½4õ5‡�>�v���¸


 M6?·
^
p

g(z) ,º@��Æ�<�e�»69<‡	©
%�¸�Â�ž�À�¹�‰�•�6�`@��Æ�3�¦�>+g�Ä@��Æ�3�¦
^

	‹F�FP	p���c,º4õ0%�<
ÂD%�º���©� �̧{�/ �G~z =
p

g(z)�Gz 0%�<� �̧Í�f ~z = f (z)� �̧�'l�e@�

�Æ�3�¦�>

)æ
^�˜
��Ô,º
†�=�¸�(.� �$�U�J(
p

g(z)) = � � �¸�{
p

g(z) = ( �F�R�V� � i �V�L�Q� )
p

jg(z)j

��
��f (10.19)�¸�?

�G~z = ( �F�R�V� � i �V�L�Q� )
p

jg(z)j�Gz

#��E�f jg(z)j = (( L � N
2 )2 + M 2)

1
2 �¸�¬���› �G~z = �G~u + i �G~v�¸ �Gz = �Gu + i �Gv�¸�E
©-v�æ,º	ø

�¦31 (~u; ~v)�¸�µ�Í
8
><

>:

�G~u =((
L � N

2
)2 + M 2)

1
4 (�F�R�V� �Gu + �V�L�Q� �Gv)

�G~v =((
L � N

2
)2 + M 2)

1
4 (� �V�L�Q� �Gu + �F�R�V� �Gv)

�æ,º1b�6
Â1b�Â�0�b�˜�E
��p�Æ

I =
�

q
( L � N

2 )2 + M 2
(�G~u2 + �G~v2)

II =
1

q
( L � N

2 )2 + M 2

�
(L + M �W�D�Q� )�G~u2 + ( N � M �W�D�Q� )�G~v2

�

F��•
��f�¼�û�˜ 1�>8)!š
³NÎ�ÍA÷�>

�CEý�¸<³'l*<Að�@"×�û?·�¸�|�e�ÔL{�@�G�"
%��-*�Û�À�@F&1b�Â�0�b�˜�E�o�Ï�pNÎ

-$�v?·"x,º�m�E�>�­�‰�›-A�¸OÌ�~�À1b�Â�0�b�˜�E�o�Ï�p

II =
1

q
( L � N

2 )2 + M 2

�
(
L + N

2
+

L � N
2

+ M �W�D�Q� )�G~u2 + (
L + N

2
�

L � N
2

� M �W�D�Q� )�G~v2

�

=
1

q
( L � N

2 )2 + M 2

�
(�H +

L � N
2

+ M �W�D�Q� )�G~u2 + ( �H � (
L � N

2
+ M �W�D�Q� )) �G~v2

�
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�Ã�›A×1Í
L � N

2q
( L � N

2 )2 + M 2
+

M
q

( L � N
2 )2 + M 2

�W�D�Q� (10.20)

#��E�f �F�W�J2� = L � N
2M �¸�Ä�e

L � N
2q

( L � N
2 )2 + M 2

= �F�R�V2�;
M

q
( L � N

2 )2 + M 2
= �V�L�Q2�

�64þ (10.20) �E
%���Ï�p

�F�R�V2� + �V�L�Q2� �W�D�Q� =2 �F�R�V2 � � 1 + 2 �V�L�Q� �F�R�V� �W�D�Q�

=2 �F�R�V2 � � 1 + 2 �V�L�Q2 � = 1

�64þ1b�Â�0�b�˜�E

II = (
�

q
( L � N

2 )2 + M 2
H + 1) �G~u2 + (

�
q

( L � N
2 )2 + M 2

H � 1)�G~v2

1¶6B@6�•�¸�SD%�Â,º�n�ù
^�Ä�_+^@��Æ�3�¦,º�]C^�¸�›�´�ä�<�ï0A4ú
8
<

:

�G~u = �F�R�V� �Gu + �V�L�Q� �Gv

�G~v = � �V�L�Q� �Gu + �F�R�V� �Gv

,º�¢�§,º0%�<
��† (( L � N
2 )2 + M 2)

1
4 �>-.�‰�Ä+^��@��/�Ê�5�˜��Kµ�/�Ê�>

�G�"
%��-A�f�¸<³'l�SD%�ÂF�F�"
�SD%�6�C�x�´�6�ïM˜�bDá1•$_	ø�¦31,º�Ž
^�],º

A÷�D�gM”�n�C�x�¸
��6�ïM˜�}�Ð1•$_	ø�¦31�Ž
^
D�¸�Þ�2,ºEý0A�•M”�n�C�x�µ�¸�|�e�‰)æ

�0�¼@��Æ�3�¦*<Að
^�(M˜�@�Ê+^,º�µ#��]�>

10.2.2 Hopf �ä�<


^�@�68¸
³NÎ 10.8,º�:*<�c�¸�6�©Kd,º
f�ï
^�Ä g(z) = L � N
2 � iM �e�6�`@��Æ�3
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�C�3�¦ Q �/.J0¬0°L*�c�(M˜,º�]C^�?�·�],º�d�ß�¸�G�"�?�û?·$'�›�ØAÞ�>'l6B�¸OÌ�~M˜

�j,º�6�`L$NÎ�g�e Q 
Â
†�=31,ºF?
��?�©�¸�e�vG��Ð�•,º�>�p!š�¸�G�"�K�›�Â!W�ä�<


 = Q(�Gz)2

0&�p�(M˜ S ,º Hopf �ä�<�>�Û�A�›�G�"B*�D�¹
Â�vG�1•$_	ø�¦31,ºF?
����©�Æ�¸�Ò w =

x + iy �e
��6�`�D z = u + iv �Ð
G�68*,º�vG�1•$_	ø�¦31�¸Aô z = z(w) �e���"�•L*,º	ø

�¦
��˜�¸�o�¤�Ð*< 9.15�¸ z �e w ,º@��Æ�3�¦�¸�Ä�e

�h ~nw ; ~rw i (�Gw)2 = �h ~nz; ~rzi (
�Gz
�Gw

)2(�Gw)2 = �h ~nz; ~rzi (�Gz)2

�� Hopf �ä�<�0
��¸
%���¾�ï�I
fA÷�D�¸�A���`
³NÎ�>


³NÎ 10.9. �(M˜�e�ž7F,º�‰�J�û�‰�¹,º Hopf �ä�< 
 � 0�>

A÷�D. 
^�(5�
��³1•$_	ø�¦31,º�ƒ���A�¸7F&ï�E
©-v L = N �¸ M = 0�¸6BF��¦�¦1•�-�Ä

Q = 0�>


³NÎ 10.10. �(M˜ S ,º�©
}�()½�e�n�¦�‰�J�û�‰�¹,º Hopf �ä�<�e�ž4å�Â!W�ä�<�>

A÷�D. #��E�f�©
}�()½ H �e�Ô�3�¦�¸�{ H �p�n�¦,º�{�<�û?·�—�,�e Hz = 0�>�Ã�o�¤�C

�˜�E,º Codazzi�ï0A (9.9), !š�, Q�z = 0�¸ Q �e@��Æ�3�¦� �̧�6B 
 = Q(�Gz)2 �e�ž4å�Â!W�ä

�<�>

+g�Ä!š�, Q �e@��Æ�3�¦�¸�Ã5	
>
³NÎ 9.19�¸�CLô�Í�f

�ÞAð 10.11.AôS �e E 3 �c,º�n�©
}�()½�(M˜�¸
^M”7F&ï�:�¸�?

� S �O�QjQj2 = 0

	© �O�QjQj2 �e�(M˜�@,ºB9
Â�3�¦�>

+g�Ä
^1•$_	ø�¦31�A

K =
1
� 4

(LN � M 2)

H =
1

2� 2
(L + N )

6B

jQj2 =
(L � N )2 + 4M 2

16
=

� 4

4
(H 2 � K )
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Â@��Æ�3�¦.J0¬�(M˜,º�L
^�ª�‰���‹

�Ä�e

� S �O�Q(H 2 � K ) = � S �O�Q(
4
� 4

jQj2) = � S �O�Q
4
� 4

+ � S �O�QjQj2 = � 4� S �O�Q�

�Ã#��E�f�C
†�=�A,º Gauss�ï0A (9.8)�¸
B�,�_+^ Laplace 1Í�†
^�C
†�=�A,º�˜�E (9.11)�¸

�t'l
%���Í�f

�ÞAð 10.12.AôS �e E 3 �c,º�n�©
}�()½�(M˜�¸
^M”7F&ï�:�¸�?

� S �O�Q(H 2 � K ) = 4 K

M6?·#��E,º�e�¸�ÞAð,º��
)�Z1%
Â
†�=31,ºF?
��e���©,º�¸	©�µ
^M”1•$_	ø�¦31�A

�•�F1��>

*10.2.3 �n�©
}�()½�(M˜,º�e�6�]

�b�E8¸,º�6
D�¸�G�"�›A÷�D�n�©
}�()½�(M˜,º�e�6�]�Ð*<�Æ

�Ð*< 10.13 (Hopf). Aô� �e E 3 �cL#,º�n�©
}�()½�(M˜� �̧¸�Ò � ,º�Å�r 1�pM,� �̧O � �6�Ð

�e*9M˜�>

A÷�D. OÌ�~�¸�o�¤1b �? 1�,º�»�ï�¸�¸�Ò � �e�ž7F,ºB��¸FÙ�~�¹?·�~�e*9M˜�¸?·�~�e�©M˜�>

6B�—�,�c�(5�.�F‰�(M˜ � ,º�Å�r�pM,� F̧Ù�~�g
 73�e*9M˜�>F��m,ºB�� ?̧·A÷�D � �e*9M˜�¸


 ?·B*�D � �ž7F�>�Ã�o�¤
³NÎ 10.9�¸F��E
©-v�G�"M6?·B*�D � �@,º Hopf �ä�< 
 � 0�>

A÷�D � �@,º Hopf �ä�< 
 � 0 ,º�)#�"
E¹(¯�a�¸M6?·+^�f�C
��3�¦�c$'�q,º�Ð*<�¸

Riemann	‹�r	L�Ð*<�´�•
! Poincare-Koebe	‹�r	L�Ð*<�µ�> Riemann	‹�r	L�Ð*<�e�=�Æ�1

�E�6�`	‹F�FP,ºU��2M˜G3
Â�?�`�=�üU��2M˜�Æ	‹�ƒ*9M˜� �̧C�©M˜� 	̧‹�ƒ
<-�� �̧c,º�6�`�§

�˜1•�-�>�1�‹�6�`�•%��(M˜G3
%��?ü�pU��2M˜�¸6B � ,º�Å�r�pM,�¸
 73�§�˜1•�-�Ä	‹�ƒ

*9M 2̃�>

Aæ	‹�ƒ*9M˜�p S2�¸ � 
Â S2 �•L*,º�§�˜1•�-�V�:�p � �¸�o�¤�Ð*< 9.15�¸F��m,º � 
^


:8 ,º1•$_	ø�¦31�A�e�6�`@��Æ�3�¦� �̧E
©-v � �À � �@,º�ž4å�ä�<�˜�E� �̧V�p 3 S2 �@,º

�ž4å�ä�<�˜�E�>6B � �e�n�©
}�()½�(M˜� �̧¬�@,º Hopf �ä�< 
 �(5��e�6�`�ž4å�ä�<�˜�E�¸

1F��e�6�`�	�‡�C
�H��>
2F��,,º	‹�ƒ*9M˜�e�`�»;ª,º�(M˜�¸�¬�C�6�Ð?·�t5¤
^ E 3 �c�>
B�,�¸�vBI�§�˜1•�-�¸�g�e�Ž
^��@��/

�Ê�>
3�[�r
fAè�¸�eFPEý�V�: � �<�ä�<�˜�E�ÿ
��>
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�!š 
 �V�:�f S2 �@� �̧•�e S2 �@,º�ž4å�ä�<�˜�E� �̧C�Þ�Ó'lAæ�’ 
 �>#��E�¸F��`�,�O,º


 �¬M” S2 �@,º Hopf �ä�<�¸�G�"?·���¬��@��ÜB*�D S2 �@,º�Â!W�ä�<�˜�E 
 �pM,�>

�G�"-U!™?·A÷�D,º�e�¸ S2 �@�v�?,º�ž4å�Â!W�ä�<�˜�E
}�pM,�>�o�¤1b �“ 1��c��@��V

�:,º�»�ï�¸Aô � 1 : S2nf N g ! R2 
Â � 1 : S2nf Sg ! R2 �<�a�p��	M�·
Â	•�·�0
�,º*9�·

�Ë�§� !̧š�,Aæ�Z6;�/�Ê,º1•$_	ø�¦31�<�a�p z = u + iv 
Â w = x � iy � �̧¹�"G3�e S2 ,º�v

G�1•$_	ø�¦31�¸�CLôPÂA÷�Z6;�•L*,º
��˜�©31�p z = 1
w �>

�}Aô � �e S2 �@�1�‹�6�`�ž4å�Â!W�ä�<�E� 
̧^1•$_	ø�¦31 z �A�¸ � = P1(z)( �Gz)2�Ç
^

1•$_	ø�¦31 w �A�¸ � = P2(w)( �Gw)2�>�J P1 
Â P2 �<�a�e z 
Â w ,º�ž4å�3�¦�>�_+^ w = 1
z

�?

P1(z)( �Gz)2 = P2(w)( �Gw)2 = P2(
1
z

)
1
z2

(�Gz)2

��6B

P1(z) =
P2( 1

z )
z2

F��6!›

�O�L�P
z!1

P1(z) = P2(0) �O�L�P
z!1

1
z2

= 0

+g Liouville �Ð*<�¸ P1(z) � 0�¸��6B�ž4å�Â!W�ä�<�E � � 0�>�ä�<�E 
 �e S2 �@�6�`(¯!À

,º�ž4å�Â!W�ä�<�E�¸�•�û'l�pM,�>

Lš�¼ Hopf �Ð*<�L� F̧��? Alexsandrov �Ð*<�•�e��F&�n�©
}�()½�(M˜,º�e�6�],º� 6̧B

�J�—�,�*�ó�´�¸�CM6?·�Å�r�pM,,ºL†�l�>

�Ð*< 10.14 (Alexsandrov).Aô� �p E 3 �c,º�‚�›�´	©"×�?8 �Ú&ï�µ3]8*�(M˜� �̧J�©
}�()½

�p�n�¦�¸�O � �e*9M˜�>

F��6�Ð*<,ºA÷�D�¸M6?·*<$;�(M˜,º Laplace 1Í�† � � �D�L
*!]"E0°L* E 3 �@FP�n,º

Laplace1Í�† � �•L*,º�©31�¸F�1Í"
E¹�C�x�¸�G�"F�H��C�Ã�‹�6�¸�U�ªCÙ,º
B�œ
%��	ø

69[18] �>

�b1�#�Aæ

�bAè�•,º�6
D�6G��<.J0¬,º�e�(M˜�(M˜,º�ª�‰�]C^�¸�¬�c�b1�.J0¬,º�e�(M˜,º�L
^

�ª�‰�]C^�><³'l�G�"F��3Aè�•,ºFqEÇ�e���L
^�vG��f�»;ª�ª�‰�¸
%F��¬�C�E
©-v�L
^��

�‹�]C^�g�CH�?·�>�6�ïM˜�¸�·�E�(M˜
^)æ�Ô�c�?-v-*�Û,º(Ÿ*<7��¥�¸�¸5��ÐEï+‚�˜�F,º
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^�ª�‰���‹

6Û,¸#��´M˜0%�·�E�¸ Plateau L$NÎ�µ�Ç
��6�ïM˜�¸�·�E�(M˜�•
%��+^
^.J0¬�*Q�5*U��2#w

�˜,º�»;ª�]C^�c�>

�68b6B@6�¸�·�E�(M˜
Â�n�©
}�()½�(M˜�¸�Ç�L�*Q�5*,º�·�E�†#w�˜
Â�n�©
}�()½�†

#w�˜�¸�q?·,º.J0¬���­�eM”4õ�]�…�ä�<�ï0A�¸8 'l�e�?M”�nQ�,ºLô�Ü�¸�G�"F��m�6L��S

1•,ºB40A�¬�CF8
>#¿)DF�2±L$NÎ�>�•�v��$1�ÖF��61��¸�o�b	Õ
��e�¸�/�Ä�?5*!]�E0°L*

�c,º�·�E�(M˜
Â�n�©
}�()½�(M˜�¸Lš�¼�n�ù,ºM”4õ�]�…�ä�<�ï0A�ï#��L�¸+g�Ä�¦�³�e�(

M˜�¸
%���_+^1•$_	ø�¦31��
� Laplace
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�(4õ
Â�(M˜,º�»;ª�ª�‰���‹F?Aè

�p�¼AßB40A,º

�M�s
%73�µ#��¸�G�"F?
��»�ï,ºLô�Ü�(5��s
%73,ºLƒ�„�¸�À�q?·1ý�{G3

�t
^�¼�(4õ
Â�(M˜,º�vG�*<Að�@�>

�œ�–Eý�ƒM˜,º�»�ï
D�¸
B�œ�"�¬�Ô�ÊB�73�U�U

�f�Æ�ä�<���‹,º�vG�*<Að�¸�C73B*


Â�ä0%�<�¸�ä�<�ï0A�Â�ž1•�-�¸
��p.¤�ÔF�M6?·�6�Ð,º���‹-*?ø�¸�•?·+^�f�6�Ñ4õ�]��

�¦,º���­�Ç�|�e�$�aM”�n�?L†�>

0¬�¬	Õ
�� �̧•�¾�ï�I*<@�� �̧vG��@,º�����‹��� �̧q�ˆ�e1¶	‹,º�>�vG��ä�<���‹*<Að� 
̧ 

�e�0.v
Â�›L��>�64þ,º-$,º�¸�Ó'l�e�ª�‰�ä�<���‹�¸F��ƒ�e�G�",º�UEæ�]#­�>

�ª�‰�ä�<���‹,º.J0¬�SD%� �̧¶�e�•!ë� 
̧Â�vG��ä�<���‹�¶�¶�]-.�º�ã�>�G�"�B�Q�U�ß

F��6G��<�CKµ,º1ý�{�¸73�U1×�c0ÛB¯�¸5��]�ì�‹/p�6�A�ª�‰�ä�<���‹.J0¬,º�/B—
Â�ï#��>

11.1 �©M˜�@1¶	‹L#�(4õ,º�ª�‰�]C^

�G�"�~�K�›9��¨�¸�+�Æ

�Ð�• 11.1. �¸�Ò ~r(s) �e E 2 �@,º�6�—F�5#
%�ä�(4õ�¸ a � s � b�¸�¬�J�? ~r(a) = ~r(b)�¸

~r0(a) = ~r0(b)�¸�O0&�¹�p F�5#
%�äL#�(4õ �>

�Ð�• 11.2. �¸�Ò ~r(s) �e E 2 �@,º�6�—L#�(4õ�¸ a � s � b� �̧¬�J�/�Ä�1�E,º a � s1 < s 2 � b

G3�? ~r(s1) 6= ~r(s2)�¸�O0&�¹�p 1¶	‹L#�(4õ �>
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11.1.1 1•
ž�C1•�E

�©M˜�(4õ,º1•
žL$NÎ�e�Æ
^5��Ð
žKµ,º�v�?1¶	‹L#�(4õ�c�¸�ö�~�m,º�(4õ�v
*�F,º

M˜0%�6�]�ËF��e�6�`M”�n
�67,ºL$NÎ�¸
��B7€�ð�(5�5��01Š�~�e
<�¸�|1b�6�`�[�r,ºA÷

�D�e+g Weierstrass
^ 1870�ª5��0,º (1•
žL$NÎ,º	¼
(
Â
:0��C
B,ºA÷�D�ï#��¸
%��	ø

69[26-27] )�¸	©�?

�Ð*< 11.3. Aô�©M˜�@,º1¶	‹L#�(4õ C ,ºKµ�Ü�p L�¸ C �v
*�F,º�(M˜,ºM˜0%�p A�¸�O�?

L2 � 4�A � 0

�¬�c1•
-�F1��‰�J�û�‰ C �e�6�`
<�>

�G�"
^F�H���5�+g Hurwitz 
^ 1901�ª5��0,ºA÷�D 1�¸�q?·+^�f,º���­�e Green�¢�E

��
��¸�A,º


³NÎ 11.4 (Wirtinger �C1•�E ). �¸�Ò f 2 C1 [0; 2� ]�¸FÙ�~

Z 2�

0
[f 0(t)]2�Gt �

Z 2�

0
[f (t) � �f ]2�Gt

F�H� �f = 1
2�

R2�
0 f (t)�Gt �e f ,º�©
}�r�>�J1•
-�F1��‰�J�û�‰ f (t) = a �F�R�Vt + b�V�L�Qt + c�¸

a; b; cG3�e�n�¦�>

1ý�{�vL†� U̧�AÚ Wirtinger �C1•�E�(�F1��>�›-A�Ð*<,º�­�‰A÷�D�ÆAô
^�©M˜-*@�
†�=

31�A�(4õ C ,º	ø�¦�ï0A�p x(s); y(s)�¸ s �p�]Kµ	ø�¦�¸�J s 2 [0; L]�>�•	ø�¦
��˜ t = 2�
L s�¸

�Ä�e

(
�Gx
�Gt

)2 + (
�Gy
�Gt

)2 =
�

(
�Gx
�Gs

)2 + (
�Gy
�Gs

)2

�
(
�Gs
�Gt

)2 =
L2

4� 2

F�6B Z 2�

0

�
(
�Gx
�Gt

)2 + (
�Gy
�Gt

)2

�
�Gt =

L2

2�

AôC �v
*�F,º	p���p D�¸�¬M˜0%Aæ�pA�>�o�¤ Green�¢�E
Z

C
x�Gy =

ZZ

D

@x
@x

�Gx�Gy = A

1Hurwitz �¬"×�?-*�Û�µ+^ Wirtinger �C1•�E�¸6B�e+^�¼�*�0�b,º Fourier �‹�6�E
Â Parsevel �Ð*<
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��6�ïM˜�¸

Z

C
x�Gy =

Z 2�

0
x(t)

�Gy
�Gt

�Gt =
Z 2�

0
(x(t) � �x)

�Gy
�Gt

�Gt + �x
Z 2�

0

�Gy
�Gt

�Gt =
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4 11.1: =ð��

F��Í/p�G�"L#�(4õ��E¢�=�=
^��0��E�•�A�e�6�`�	�‡�C
�H��¸
Â�(4õ�­�‰,º�˜(ì��

�©�>-*?ø�@-AC­�›�¸F��6�Ð*<�t'l�e�F1�,º�>�G�"�j7G�c
%���)B—F��m�6�{
4���Æ

ˆ �¸�Ò C �e
<�¸�O i = 1 �L6; � 1�¸!™CU
��é�Ä�(4õ C 	ø�¦	L,º�ï
G�>

ˆ �¸�Ò C �e1¶	‹L#�(4õ� �̧O C 
%���•%�
f
��˜�p
< 1� �̧J
^
��˜,ºEý0A�c� �̧�E¢�=�=

i �•�eF�5#
f
�	L,º�>�| i �e�6�`�ª�¦�¸
 73���7�C
��¸�{�1�E1¶	‹L#�(4õ,º��E¢

�=�=
}�p � 1�>

'l6B� +̧g�Ä
%73�P�0)æ�¸�A2±�r��<ÀOÏ���˜(ì,º�(4õ� �̧)?·�[�rA÷�DF��6�Á�ÔF�"
�)B—,º

?·
&Lô�>

�Û�A�›� �̧G�"��5� Hopf ,º��E¢�=�=�Ð*<,º�S1•A÷�D�ï#��>�¬�6�n�ù�»�ï�e�ºFV�(4õ

,º �\�V�: � �̧6�ïM˜+^�\,ºE¢@��›�Ý�l�(4õ�=
GH���E¢,º�{�Ü� 
̧��6�ïM˜� �̧µ�Í01�Þ��	Õ&ï

�0
��\,º4þ&ï�¸�L6;01�Þ�=
G	Õ&ï,º�\,ºC­&ï�¸�\,ºE¢@�G3�p � �¸FÙ�~�q,ºE¢@��p � 2� �>

1¶�õC­?÷�¸�G�"�}�Ð�(4õ C ,º�Ð
GG3�eF<�,J¾!™
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>>>><

>>>>:

~r(s2) � ~r(s2)
j~r(s2) � ~r(s2)j
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~r0(s)(= ~� (s)) s1 = s2 = s;

� ~r0(0)(= � ~� (0)) s1 = 0; s2 = L:

�t'l � 
^ 4 �»G��e�•%�,º� �̧J
^ 4 ,ºEï+‚�@F�5#�>M6?·#��E,º�e� �̧Ð�•�\�V�:�,� �̧G
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1b�Â!›�¸FPEý�\�V�:�¸�K�›�\,º��E¢�=�=�>)æ
^69<‡�?@��˜	p�� 4 �@�� (0; 0) &ï�f

(L; L ) &ï,º�žG�F�5#D%�º�>�¬�c�¸"õ-*@��?@��˜�ÒEï,ºD%�ºAæ�p 
 0�¸"õ�Z�—-*@�Eï,ºD%

�ºAæ�p 
 1�>�CLôAô�)�¸�cL*�?�631�MF�5#,ºD%�º 
 t ; 0 � t � 1�¸�� 
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��f 
 1�>

�Ã69<‡�3�¦ � 
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 t �@,ºL†�l�A̧æ � t = � j 
 t ��̧O � t : I t ! S1�F̧�H� I t 
%��?ü�p R �@,º

�6!ëL#	pL*�>�D�K*< 2.102±�r�¸
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��fF�5#
%�ä�3�¦ � t : I t ! R�¸�µ�Í � t = ( �F�R�V� t ; �V�L�Q� t )�>

�Ð�•"õD%�º 
 ,º�Ü�p D(
 t ) =
� t j( L;L ) � � t j(0 ;0)

2� �>-*?ø�@-A�¸ D 	©�p-.�Ê�\,º � ��E¢�=�=���>

�6�ïM˜� �̧CAðF?
�FÙ�—D%�º�¸ (0; 0) &ï
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>�Z6;�¸ D
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�E�f � 0 �g�e�G�"
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�<� �̧<�669<‡�>
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5	�,�q �(0 ; L) = � ~� (0)�¸�=
G�{@��p � �>�UL*�¸�\,º4þ&ïG3
^�=4õ x Eª,º�@�Ý�|�Þ�¸��

6B�=
G�{@�,º�Ô�ÖH��û'l�p � �>

2±�r
f� 
̧^1�-*,º4õ!ë�@� 6̧9���\�V�: �( s; L)� �̧¹>ž/p,º�e4þ&ï�p O ,º	‹�ƒ�=
GH�

�L6;�\�>
B�m+g�Ä!š�,�\,ºC­&ï�žG3:s
^�=4õ x Eª,º�@�Ý�¸�E
©-v
GH�C­&ï�©018)	Õ&ï


D�¸
GH�
^ x Eª�A�ÝE¢�Þ�>F��E
©-vEý0A�c�=
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 1�¸ D(
 1) = 1 �>
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> D �e�6�`�n�¦� �̧G�".�F‰ D(
 0) = 1 �•�F1�� �̧{�(4õ C ,º��E¢�=�=�p 1�>�(4õ

�Ð
GN°�,J¾CU
G�,AÞAð�Â�ž-.
B�> Hopf ,º��E¢�=�=�Ð*<�gA÷�D�³�¼�>
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Hopf ��E¢�=�=�Ð*<F��?
��L�60�A÷#��¸��'l
^�\�V�:,º�|�ì�A�¸�|�e�ºFV�³�\�V�:

� : 4 ! S1 
D�¸+g�Ä 4 �e�6�`	‹F�FP	p��� �̧o�¤�V�:��	}�Ð*< (M6?·
B�\1•�¸�+�’�p�0

.v�¸	ø?÷ [11] �¸�Ð*< 5.3)�¸
%���ºFVF�5#�3�¦ � (s1; s2)�¸�µ�Í

�( s1; s2) = ( �F�R�V� (s1; s2); �V�L�Q� (s1; s2)) :

�Ã�� � (s) = � (s; s)�¸�o�¤�3�¦ � 
Â � ,ºF?
��¸ � �g�e%�Cé (2.9) ,ºF�5#
%�ä�3�¦�>
B�,

+g�Ä � (s1; s2) �eF�5#,º�¸

� (L) � � (0) = � (L; L ) � � (0; 0) = ( � (L; L ) � � (0; L)) + ( � (0; L) � � (0; 0))

�Ÿ�A,ºAÞAð
Â�•�ƒ�\�V�:�ï#��e�6�m,º�>


��ü1b�6G��<�©M˜�(4õ�»�ï�c,º (2.11) �E�¸�?

� (b) � � (a) =
Z b

a
kr (s)�Gs

��6B Z b

a
kr (s)�Gs = � 2�

	©1¶	‹L#�(4õ,º�q-.�/�()½�p � 2� �¸�¬�c!™CU
-
��é�Ä	ø�¦F?
�,º�Ð
G�>

Hopf ��E¢�=�=�Ð*<
%���Þ�µ�f�<!ë�•%�,º1¶	‹L#�(4õ�@� �̧}Aô C �e�Ð
G�p!™,º� �̧<

!ë�•%�,º1¶	‹L#�(4õ ~r : [0; L] ! E 2�¸ � i �p�<!ë�:,º�L@��¸�O�?

�Ð*< 11.7 (�Þ�µ�¼,º Hopf's Umlaufsatz).
Z L

0
� r (s)�Gs +

X

i

� i = 2�

B��Ð*<
%��?ü�p
D5# Gauss-Bonnet�¢�E,º(¯�Á� �̧G�"F�H��g�C5��0�­�‰A÷�D�¼�>�U

�ªCÙ,º
B�œ
%��	ø69 [24] �>�G�"�)�=�0,º�eF�H��µ+^�L@� � i �e8 'l,º�¸
��p�(4õ�?�Ð
G�¸

"õ-v�Ð
G�¸
^�<!ë�:EÆ@�,º
�	LH��g�eB�&ï�:,º�L@��>

�*�P�©�Ä�©M˜�(4õ,º�]C^
��¬A÷�D�¸B-	ø69 [24,28] �>

11.2 �(M˜,º�»;ª�ª�‰�]C^

11.2.1 Gauss-Bonnet�¢�E,º�vG��S�Ø

FPEý�•�ƒ,º�œ�–
%��-A�0�¸ Gauss5��Ï�Ð*<�ÔL{�@5��G�"�6
e�¼�»;ª���‹.J0¬,º�]

L��Æ.J0¬
 �­�?1b�6�0�b�˜�E,º�6�V�óB—�(M˜� 6̧B�C�e�t
^ E 3 �c,º�6�V�­�‰�(M˜�>�˜
�
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B�B*�¸�G�"69<‡,º�vBI���(M˜���¸�¬�Ô�e�A�M�6�`!™�Ð,º�Â!W�ä�<�˜�E�Æ

�Gs2 = E(�Gu)2 + 2F �Gu�Gv + G(�Gv)2

�•0&�pB��óB—�(M˜�@,º�ÜH��˜�E�>�s1×�¹�¬M”-U�Ô
%?÷,º�6�V�(M˜�¸�|�Ó'l
%��A×1Í�¬

�@�(4õ,ºKµ�Ü� �̧o@�� 	̧p��,ºM˜0%1•���‹H��>"
�¸B*� �̧Z�—�(4õ
^�Ú&ï (u; v) �:,º�=
GH�

�<�a�p (�Gu; �Gv)�¸ (�u; �v )�¸�O�¬�o@� � ,º�•�\
%��>ž/p�¸�A

�F�R�V� =
E�Gu�u + F (�Gu�v + �Gv�u ) + G�Gv�v

p
E(�Gu)2 + 2F �Gu�Gv + G(�Gv)2

p
E(�u )2 + 2F �u�v + G(�v )2

�(M˜Kµ�Ü�¸	p��M˜0%�•2±,ºA×1Í�g�C�ÃCŽF&�>�q�•�¸
^�óB—,º�(M˜�@��'l�?Cé�U�f��,º

���‹�œ
%��.J0¬�>

)æ
^�G�"�›.J0¬�»;ª���‹�c#¿
�@��Ü,º�6�`L$NÎ�>�(5�.�F‰�¸�A�Z�`�Á�Ô

ˆ �©M˜�@�?@��˜�?�`�»@�
Â�p 180� �Ç

ˆ �(M˜�@,º#•
f4õ-.�‰�Ä�©M˜�@,º-*4õ�¸
%���ºFV�(M˜�@,º#•
f�?@��˜�>

8 'l,ºL$NÎ�Æ �(M˜�@#•
f�?@��˜,º�»@�
Â�e�P�G�Ë �G�"���61¶	‹,º	‹�ƒ*9M˜�›�1�´�SD%�>

	‹�ƒ*9M˜,º Gauss�()½�p 1�¸�e�n�()½�(M˜�>�¬�@,º#•
f4õG3�e�]
<,º�6G��<�>�CLôA×

1Í�0	‹�ƒ*9M˜�@#•
f�?@��˜,º�»@�
Â�]�Ä 180� �>

F��65	�Ò
Â K � 0 ,º!]"E0°L*�?�¾�],º	p�a�>
%��)R#•�¸�»@�
Â�D�(M˜,º�»;ª���‹

H� Gauss�()½-.�©�>�ÔL{�@�¸F��g�e�vBI,º Gauss-Bonnet�¢�E�Æ

�Ð*< 11.8. �(4õ C �e�?
G�(M˜ S �@,º�6�—+g n !ë�•%��(4õ4ú�F,º1¶	‹L#�(4õ� �̧¹�v	;
*

,º	p�� D �e�(M˜ S ,º�6�`	‹F�FP	p���¸�O
I

C
� g�Gs +

ZZ

D
K �G� = 2� � � n

i =1 � i (11.2)

�¬�c � g �e�(4õ C ,º#•
f�()½�¸ K �e�(M˜,º Gauss�()½�¸ �G� �eM˜0%�y�¸ � i >ž/p�(4õ C


^@�&ï si �:,º�L@��>

�¾�ï�I-A�0�¸�‰ Gauss-Bonnet�¢�E+^�Ä�©
œ,º!]"E0°L*�¸�g�Í�f�¼�Ð*< 11.7�¸�Þ�µ

�¼,º Hopf ��E¢�=�=�Ð*<�>

�G�"1¶F& Gauss-Bonnet�¢�E,ºA÷�D�SD%�>
��pF�H�#¿
��f�¼�(4õ�•L*,º�o@�� 8̧ 'l

�P69<‡�(4õ�=
GH�,ºE¢@��¸�•�g�e#•
f�()½,º Liouville �¢�E�>�p�¼1¶	‹C­?÷�¸�C�Þ�}�Ð
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�¾8 'l�¸�¸�Ò�(4õ C �v
*,º	p�� D �C73	;
a
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C1

� g�Gs +
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K �G� = 2� � � n1
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C2

� g�Gs +
ZZ

D 2

K �G� = 2� � � n2
j =1 � j

OÌ�~�¸ D1 
Â D2 �?-.
B,º�Ð
G� �̧Ä�e�(4õ!ë C 
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是关于 η 的常微分方程，求解出后做逆变换，就可以得到最初始方程的解 λ(x, y)。

然而，虽然偏微分方程(F.5)比原来的偏微分方程(F.4)简单，但是也不容易求解。事实

上求解这一个偏微分方程的解需要找到初始的非线性常微分方程(F.1) 的隐式通解 φ(x, y) =

h，进而 φ(x, y) 成为一阶线性偏微分方程 (F.5) 的解。

大家显然应该注意到了，这又回到了我们的出发点：也就是寻找 b(x, y)dy+a(x, y)dx
的积分因子转变成了求解方程

a(x, y)dx+ b(x, y)dy = 0

的隐式通解。这即便不能称为循环论证，也至少是原地打转，没有任何的推进。

常微分教材 [12]在第二章第 5 节“积分因子法”中已经非常明确地指出将积分因子的

存在性转化为偏微分方程求解是毫无意义的，因为求解偏微分方程反过来需要来求解这

样类型的常微分方程。然而教材介绍一阶偏微分方程的求解是在第十一章，绝大多数高

校教学中都没有讲到这一部分；即便涉及到，也仅仅是蜻蜓点水，导致学生思路没有形

成闭环，脑海中无法形成清晰的图景。

所以，我们需要通过直接求解非线性常微分方程来寻找一次微分式 a(x, y)dx+b(x, y)dy
的积分因子，或者更准确地说，是寻找相应常微分方程的首次积分。我们在5.2.2小节中

引入了一般常微分方程组的首次积分的定义，不过当前我们仅限于单个常微分方程讨论，

一方面是为了简洁，另一方面积分因子的存在性也只用到单个一阶方程的结论。为了读

者阅读方便，我们重新叙述下单个一阶常微分方程首次积分的定义：

定义 F.1. 对于定义在区域 D 上的常微分方程

dy
dx

= f(x, y) (F.6)

如果在 D 的子区域 G 上，存在二元连续函数 φ(x, y)，且对变量 x 和 y 都分别连续可微。

同时 φ(x, y) 整体不是常数，但是限制在方程F.6的解 y = y(x) 上均为常数，则 φ(x, y) = C

称为方程F.6在区域 G 上的一个首次积分，其中 C 为任意给定的常数。有时也简称 φ(x, y)

为首次积分。

特别的，单个一阶常微分方程的首次积分，往往也被称为隐式通解。接下来，我们就

来证明首次积分的存在性定理。

定理 F.2. 任给点 p ∈ D，则存在 p 点的一个邻域 G ⊂ D，使得常微分方程F.6在区域 G

上有一个首次积分。
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证明. 根据常微分方程理论（参见 [12] , 第五章第 4 节：解对初值和参数的连续可微性），

必然有 x0 的一个邻域 I 和 y0 的一个邻域 J，使得对于任意给定的 y1 ∈ J 作为 x0 点的

初值，方程(F.6)有唯一解 y = t(x, y1), x ∈ I，即

∂t(x, y1)

∂x
= f(x, t(x, y1))

其中的 y1 视为参数。并且满足初值条件

t(x0, y1) = y1 (F.7)

除了解的存在唯一性外，更进一步，常微分方程的解 t(x, y1) 连续可微地依赖初值 y1，故

可以对(F.7)左右同时关于 y1 求偏导，有

∂t(x0, y1)

∂y1
= 1 ̸= 0

同时 ∂t(x,y1)
∂y1

关于自变量 x 自然是连续的，于是存在 x0 的一个更小的邻域 I ′ ⊂ I，使得

∂t(x, y1)

∂y1
̸= 0, ∀(x, y1) ∈ I ′ × J

将 (x1, y1) ∈ I ′ × J 视为参数空间，考虑从 I ′ × J 到 R2 的一个映射，也就是二元函数组：x =s(x1, y1) ≡ x1

y =t(x1, y1)

该映射的 Jacobi 行列式为∣∣∣∣∣ ∂x
∂x1

∂x
∂y1

∂y
∂x1

∂y
∂y1

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ 1 0

f(x1, t(x1, y1))
∂t(x1,y1)

∂y1

∣∣∣∣∣ = ∂t(x1, y1)

∂y1
̸= 0

根据反函数定理，在一个更小的邻域内，存在函数组x1 =ψ(x, y)y1 =φ(x, y)

使得 ψ(s(x1, y1), t(x1, y1)) =x1φ(s(x1, y1), t(x1, y1)) =y1
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其中，第二个式子即为

φ(x, t(x, y1)) = y1

当 y1 取定，不妨记为 C，这意味这常微分方程(F.6)的解 y = t(x,C) 满足

φ(x, t(x,C)) = C

也就是函数 φ(x, y) 就是所谓的首次积分。定理得证。

总之，我们是通过映射的逆映射求出方程(F.6)的隐式通解，或者等价的，首次积分。

而不是通过偏微分方程求解。内在逻辑也很清晰，求解偏微分方程是建立在求解常微分

方程的基础之上的，当然用偏微分方程求解一般的常微分方程是毫无意义的。

反过来，首次积分可以帮助我们简化和求解常微分方程组。特别是在单个常微分方

程的情形下，找到首次积分就意味着得到了常微分方程的解。我们先来证明一个首次积

分的性质

引理 F.3. 非常数的函数 φ(x, y) 是方程 dy
dx

= f(x, y) 在区域 G 上的一个首次积分，当且

仅当
∂φ

∂x
+
∂φ

∂y
f = 0 (F.8)

在区域 G 上恒成立。

证明. 充分性显然，我们只要证必要性即可。给定初值 (x0, y0) ∈ G，方程 dy
dx

= f(x, y)

有唯一解 y = y(x; x0, y0)。根据首次积分的定义，φ(x, y(x; x0, y0)) ≡ 0。不妨记函数 y =

y(x; x0, y0) 的图像为过 (x0, y0) 的一条积分曲线 Γ(x0,y0)，那么，限制在该曲线上，(F.8)式
成立。

然而，由于点 (x0, y0) 可以任意选取，同时积分曲线也都局部存在，显然(F.8)式在整

个区域 G 上都成立。

现在假定我们已经找到方程(F.6)的首次积分 φ(x, y)，由于首次积分非常数，我们必

定可以找到一点 p ∈ G，使得在 p 点的邻域 G0 ⊂ G 内有 ∂φ
∂y

̸= 0，根据隐函数定理，存

在 φ(x, y(x)) = C 的显式反解 yC(x)，即

φ(x, yC(x)) ≡ C

对左右两端关于 x 求偏导，有
∂φ

∂x
+
∂φ

∂y

dyC

dx
= 0
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两边同除 ∂φ
∂y

，由(F.8)式，有

−f(x, y) + dyC

dx
= 0

也就是 yC(x) 一定满足常微分方程(F.6)。这也是我们把单个一阶常微分方程的首次积分

也称为隐式通解的原因。

有了首次积分的存在性做准备，我们来找一次微分式 a(x, y)dx+ b(x, y)dy 的积分因

子。假定 b(x, y) 不为零，我们考察方程

dy
dx

= −a(x, y)
b(x, y)

为了简化记号，不妨记 f(x, y) = −a(x,y)
b(x,y)

。已经知道对于方程

dy
dx

= f(x, y)

存在首次积分 φ(x, y)，对首次积分 φ(x, y) 求全微分，根据之前 φ(x, y) 的构造过程，有

dφ =
∂φ

∂x
dx+

∂φ

∂y
dy = − f(x, y)

∂t(x1,y1)
∂y1

dx+
1

∂t(x1,y1)
∂y1

dy

=
a(x, y)

b(x, y)∂t(x1,y1)
∂y1

dx+
1

∂t(x1,y1)
∂y1

dy

=b(x, y)
∂t(x1, y1)

∂y1
(a(x, y)dx+ b(x, y)dy)

即积分因子为 λ(x, y) = b(x, y)∂t(x1,y1)
∂y1

。至此我们就证明了定理5.7。不难发现，所谓积分

因子的存在性，和首次积分的存在性，是一回事。

值得注意的是，微分方程及其首次积分，还可以从更高更有意义的视角来审视，即单

参数变换群，李群，李代数角度。简而言之，微分方程如果在单参数变换群下不变，则它

存在一个在单参数对称群下不变的积分因子，进而得到首次积分。一个微分方程的全部

单参数对称群构成了李群。这些单参数对称群的无穷小变换群就是李代数。从几何上看，

李代数中的元素就是区域上的切向量场。对这部分内容感兴趣的读者，可以参考 [30]的第

五章。

复函数系数的二元一次实微分式

我们已经知道，以实函数为系数的一次实微分式积分因子的存在性可以用来证明曲

面上正交参数系的存在性。而在第9.2.2小节，证明等温参数系，也就是一种特殊的正交
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参数系的存在性时，我们会碰到复函数系数的一次实形式，也就是

ϕ = p(x, y)dx+ q(x, y)dy

其中 p(x, y), q(x, y) 是复值的二元函数，关于 x, y 两次以上连续可微，这样的微分式的积

分因子是否存在的问题。即是否存在曲面上复值的连续可微函数 λ 和 z，使得

dz = λϕ

很容易注意到，复值的情况下积分因子存在性无法通过实值的实一次微分式的积分因

子存在性导出。两种情况有着根本性的差异，需要另起炉灶来证明，这其实就是 Korn-
Lichtenstein 定理。Korn-Lichtenstein 定理的证明非常复杂，为了更好地表明实值和复值

两种情形的差异，我们介绍当初 Gauss 所考虑的一种特殊情况，也就是 p(x, y), q(x, y) 都

关于 x 和 y 是实解析1时，微分式积分因子存在性的证明。

首先，类比与实解析，我们也可以引入复解析的概念，也就是函数 f(z, w) 关于 z 和

w 的泰勒展开都收敛。不难发现，此时所谓的复解析，就是我们通常讨论的解析函数（全

纯函数）。

接下来，我们证明一个命题

命题 F.4. 设 f : C × C → C 是复解析函数，则对于任意给定的 (z0, w0) ∈ C × C，微分

方程
dw
dz

= f(z, w) (F.9)

在点 z0 ∈ C 的一个邻域内必有唯一的复解析函数解 w = w(z) 满足初始条件 w(z0) = w0。

证明. 将 f, z, w 都分解成实部和虚部，简便起见，记 f(z, w) = f1(z, w) + if2(z, w)，z =

z1 + iz2，w = w1 + iw2。这样方程(F.9)变为
∂w1

∂z1
=
∂w2

∂z2
=f1(z1, z2, w1, w2)

∂w2

∂z1
= −∂w1

∂z2
=f2(z1, z2, w1, w2)

(F.10)

进一步简化记号，记 f11 = f22 = f1, f12 = −f21 = −f2，则方程(F.10)变为

∂wi

∂zj

= fij(z1, z2, w1, w2), 1 ≤ i, j ≤ 2

1这里实解析意味着当 y 固定时，函数关于 x 在某点处的泰勒展开式在这点的邻域内收敛；固定 x 时

类似
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这是一个非线性的一阶偏微分方程组，类似于我们之前推导的一阶线性偏微分方程组，由
∂2wi

∂zk∂zj
= ∂2wi

∂zj∂zk
可以导出它解存在的相容性条件如下：

∂fij

∂zk

− ∂fik

∂zj

+
2∑

l=1

∂fij

∂wl

flk −
2∑

l=1

∂fik

∂wl

flj ≡ 0 i = 1, 2; j = 1, k = 2

具体写出，并重新用 f1 表示 f11, f22，f2 表示 f21,−f12，有

∂f1
∂z2

+
∂f2
∂z1

− ∂f1
∂w1

f2 +
∂f1
∂w2

f1 +
∂f2
∂w1

f1 +
∂f2
∂w2

f2 =0

∂f2
∂z2

− ∂f1
∂z1

− ∂f2
∂w1

f2 +
∂f2
∂w2

f1 −
∂f1
∂w1

f1 −
∂f1
∂w2

f2 =0

(F.11)

由于函数+
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的证明思路和定理5.7的证明几乎完全一致，只需将实函数的反函数定理换成复函数

的反函数定理即可，我们这里就不再展开了。感兴趣的同学可以自己推导，或者参阅 [10]中

附录 §1.5。
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附录 G

切映照的复合

复合函数求导数是我们熟知的内容，考虑 h(x) = g(f(x))，则

dh(x)
dx

=
dg
df

df
dx

对于多元函数也可以类似讨论。考虑多元函数

f1(x1, x2, · · · , xn)

f2(x1, x2, · · · , xn)
...

fm(x1, x2, · · · , xn)

其导数，也就是所谓的 Jacobi 阵：( ∂fi
∂xj

)(i,j)。假如有另外一组 m 元函数 g1, g2, · · · , gl。记

hi(x1, x2, · · · , xn)

=gi(f1(x1, x2, · · · , xn), f2(x1, x2, · · · , xn), · · · , fm(x1, x2, · · · , xn)),

i = 1, · · · l

可以验证

(
∂hi

∂xj

) =
m∑

k=1

(
∂gi

∂fk

)(
∂fk

∂xj

)

即复合函数的 Jacobi 矩阵等于各自的 Jacobi 的矩阵相乘。可见，所谓的复合函数链式求

导法则，本质上就是矩阵的乘法。

而一般的切映射，可以视为 Jacobi 矩阵的推广。这是因为

369
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• 在最简单的情形下，也就是欧氏空间之间的映射：(f1, f2, · · · , fm) : Rn → Rm 的切

映射就是函数的 Jacobi 阵 ( ∂fi
∂xj

)(i,j)；

• 给定两个流形 M 和 N，和流形之间的映射 σ。分别再选定 M 上的局部坐标系

x1, · · · , xm 和 N 上的局部坐标系 y1, · · · , yn，则切映射 σ∗ : TM → TN 在基底

{ ∂
∂xi}m

i=1 和 { ∂
∂yj }n

j=1 下矩阵就是 σ̃ 的 Jacobi 矩阵，这里 σ̃ 是映射 σ 在局部坐标系

下的表示。

切映射作为 Jacobi 矩阵的推广，切映射的复合也有类似的性质。感兴趣的同学可以

尝试证明：

定理 G.1. 若 σ1 : S1 → S2，σ2 : S2 → S3 均为曲面间的连续可微映射。记 τ = σ2 ◦ σ1 :

S1 → S3 为两个映射的复合，则其切映射同样为两个切映射的复合，即对任意一点 p ∈ S1，

有 τ∗,p = σ2∗,σ1(p) ◦ σ1∗,p。



附录 H

求解偏微分方程得到锥面到平面的保长映

射

在得到锥面的第一基本形式

I = v2 |⃗l′(u)|2du2 + dv2

后，我们希望通过参数变换把这一第一基本形式变为标准形。最先想到的是令 ds =

|⃗l′(u)|du，于是第一基本形式变为

I = v2(ds)2 + (dv)2
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都可以得到如下关系式 
(
∂f

∂s
)2 + (

∂g

∂s
)2 =v2

∂f

∂s

∂f

∂v
+
∂g

∂s

∂g

∂v
=0

(
∂f

∂v
)2 + (

∂g

∂v
)2 =1

接下来想办法求解这样的偏微分方程组。注意到方程组等价于
(
1

v

∂f

∂s
)2 + (

1

v

∂g

∂s
)2 =1

(
1

v

∂f

∂s
)
∂f

∂v
+ (

1

v

∂g

∂s
)
∂g

∂v
=0

(
∂f

∂v
)2 + (

∂g

∂v
)2 =1

这意味着对应矩阵是一个正交矩阵。从而可以令

1

v

∂f

∂s
= cos θ(s, v)

∂f

∂v
= sin θ(s, v)

1

v

∂g

∂s
=− sin θ(s, v)

∂g

∂v
= cos θ(s, v)

即 

∂f

∂s
=v cos θ(s, v)

∂f

∂v
= sin θ(s, v)

∂g

∂s
=− v sin θ(s, v)

∂g

∂v
= cos θ(s, v)

(H.1)

由于参数变换都是三次以上连续可微，故有 ∂2f
∂v∂s

= ∂2f
∂s∂v

， ∂2g
∂v∂s

= ∂2g
∂s∂v

，将(H.1)式代入，有
cos θ =v sin θ

∂θ

∂v
+ cos θ

∂θ

∂s

− sin θ =v cos θ
∂θ

∂v
− sin θ

∂θ

∂s
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视为 ∂θ
∂v
, ∂θ

∂s
的线性方程组，可解得

∂θ

∂v
= 0,

∂θ

∂s
= 1

显然上述一阶偏微分方程组有解 θ = s。代回到方程(H.1), 可解得

 f = v sin s

g = v cos s
，恰为

极坐标和欧氏坐标的关系。

实际上，我们计算这个例子的用意在于，对于简单到不能再简单的第一基本形式

I = v2(ds)2 + (dv)2

和

IE2 = dx2 + dy2,

通过求解偏微分方程，得到保长映射的坐标表达式（抑或参数变换的表达式），都是非常

复杂的一件事。可想而知，对于一般的两个第一基本形式，直接从保长映射对应的非线

性偏微分方程入手，研究该方程是否有解，或是要求出该方程的显式解，都是几乎不可

能完成的任务。
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附录 I

测地挠率的各种表达式及其推导

在8.2节中，我们从 τg = (r⃗′(s), n⃗(s), n⃗′(s)) 这一式子出发，得到了测地挠率 τg 的具体表

达式：

τg =
√
g
(

du1

ds
du2

ds

)( b21 b22

−b11 −b12

)(
du1

ds
du2

ds

)

实际上，从更本质的观点看，测地挠率应该是从属于 Weingarten 映射的一个几何量，

也就是我们一开始，就应该把测地挠率理解为 τg = W(e⃗1) · e⃗2。同样的，从这一表达式出

发，可以更方便地得到 τg 的具体表达式。具体来看，不妨设

e⃗1 = (
du1

ds
,
du2

ds
)

(
r⃗1

r⃗2

)

于是

W(e⃗1) = (
du1

ds
,
du2

ds
)

(
b11 b21

b12 b22

)(
r⃗1

r⃗2

)

同时

e⃗2 =
(

du1

ds
du2

ds

)(n⃗× r⃗1

n⃗× r⃗2

)
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于是

W(e⃗1) · e⃗2 =
(

du1

ds
du2

ds

)(b11 b21

b12 b22

)(
r⃗1

r⃗2

)(
n⃗× r⃗1 n⃗× r⃗2

)( du1

ds
du2

ds

)

=
(

du1

ds
du2

ds

)(b11 b21

b12 b22

)(
0 n⃗× r⃗2 · r⃗1

n⃗× r⃗1 · r⃗2 0

)(
du1

ds
du2

ds

)

=
√
g
(

du1

ds
du2

ds

)(b11 b21

b12 b22

)(
0 −1

1 0

)(
du1

ds
du2

ds

)

=
√
g
(

du1

ds
du2

ds

)(b21 −b11
b22 −b12

)(
du1

ds
du2

ds

)
√(G



附录 J

Liouville 公式和行列式形式的测地曲率表

达式之间的关系

在8.6.1小节中，我们选择从测地曲率最原始的表达式 κg = de⃗1(s)
ds

· e⃗2 出发，推导出了测地

曲率的 Liouville 公式：

κg =
dθ(s)
ds

− 1

2
√
G

∂ logE
∂v

cos θ +
1

2
√
E

∂ logG
∂u

sin θ

其中，(u, v) 为曲面上的正交参数系。而没有考虑从一般情况下测地曲率的具体表达式

κg =
√
g

∣∣∣∣∣ du1(s)
ds

d2u1(s)
ds2

+
∑2

α,β=1 Γ
1
αβ

duα(s)
ds

duβ(s)
ds

du2(s)
ds

d2u2(s)
ds2

+
∑2

α,β=1 Γ
2
αβ

duα(s)
ds

duβ(s)
ds

∣∣∣∣∣
出发来证明。理论上，Liouville 公式和正交参数下行列式形式的测地曲率表达式当然也

是等价的，相互之间也可以推导，只是相对复杂。

先来从 Liouville 公式出发，推导行列式形式的测地曲率表达式。Liouville 公式中不

仅 cos θ, sin θ 是可以通过曲线求出的，角度 θ 自身也可以通过各种方式确定下来的。对

cos θ =
√
E
du
ds
, sin θ =

√
G
dv
ds

两式求导，有

− sin θ
dθ
ds

=
d
√
E

ds
du
ds

+
√
E
d2u
ds2

cos θ
dθ
ds

=
d
√
G

ds
dv
ds

+
√
G
d2v
ds2
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分别乘以 − sin θ 和 cos θ 再做和，可得

dθ
ds

=

∣∣∣∣∣
√
E du

ds
d
√

E
ds

du
ds

+
√
E d2u

ds2√
G dv

ds
d
√

G
ds

dv
ds

+
√
G d2v

ds2

∣∣∣∣∣
而

− 1

2
√
EG

(
Ev

du
ds

−Gu
dv
ds

)
= −

∣∣∣∣∣
√
E du

ds
1

2
√

E
(logG)u√

G dv
ds

1
2
√

G
(logE)v

∣∣∣∣∣
于是

κg =

∣∣∣∣∣
√
E du

ds
d
√

E
ds

du
ds

+
√
E d2u

ds2
− 1

2
√

E
(logG)u√

G dv
ds

d
√

G
ds

dv
ds

+
√
G d2v

ds2
− 1

2
√

G
(logE)v

∣∣∣∣∣
=
√
EG

∣∣∣∣∣ du
ds

d2u
ds2

+ 1
2
(logE)s

du
ds

− 1
2E

(logG)u

dv
ds

d2v
ds2

+ 1
2
(logG)s

dv
ds

− 1
2G

(logE)v

∣∣∣∣∣
再注意到 s 为弧长参数，

E(
du
ds

)2 +G(
dv
ds

)2 = 1

以及

(logE)s =(logE)u
du
ds

+ (logE)v
dv
ds
,

(logG)s =(logG)u
du
ds

+ (logG)v
dv
ds
.

代入，有

κg =
√
EG∣∣∣∣∣ du

ds
d2u
ds2

+ 1
2
(logE)u(

du
ds
)2 + 1

2
(logE)v

du
ds

dv
ds

− 1
2
(logG)u(

du
ds
)2 − 1

2
Gu

E
( dv
ds
)2

dv
ds

d2v
ds2

+ 1
2
(logG)v(

dv
ds
)2 + 1

2
(logG)u

du
ds

dv
ds

− 1
2
(logE)v(

dv
ds
)2 − 1

2
Ev

G
( du
ds
)2

∣∣∣∣∣
回忆正交参数系下的 Christoffel 记号公式：

Γ1
11 =

1

2

∂ logE
∂u

, Γ1
12 = Γ1

21 =
1

2

∂ logE
∂v

, Γ1
22 = − 1

2E

∂G

∂u

Γ2
11 =− 1

2G

∂E

∂v
, Γ2

12 = Γ2
21 =

1

2

∂ logG
∂u

, Γ2
22 =

1

2

∂ logG
∂v
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继续代入

κg =
√
EG

∣∣∣∣∣ du
ds

d2u
ds2

+ Γ1
11(

du
ds
)2 + Γ1

12
du
ds

dv
ds

− Γ2
12(

du
ds
)2 + Γ1

22(
dv
ds
)2

dv
ds

d2v
ds2

+ Γ2
22(

dv
ds
)2 + Γ2

12
du
ds

dv
ds

− Γ1
12(

dv
ds
)2 + Γ2

11(
du
ds
)2

∣∣∣∣∣
=
√
EG

∣∣∣∣∣ du
ds

d2u
ds2

+ Γ1
11(

du
ds
)2 + 2Γ1

12
du
ds

dv
ds

+ Γ1
22(

dv
ds
)2

dv
ds

d2v
ds2

+ Γ2
22(

dv
ds
)2 + 2Γ2

12
du
ds

dv
ds

+ Γ2
11(

du
ds
)2

∣∣∣∣∣
−

√
EG

∣∣∣∣∣ du
ds

Γ1
12

du
ds

dv
ds

+ Γ2
12(

du
ds
)2

dv
ds

Γ2
12

du
ds

dv
ds

+ Γ1
12(

dv
ds
)2

∣∣∣∣∣
=
√
EG

∣∣∣∣∣ du
ds

d2u
ds2

+ Γ1
11(

du
ds
)2 + 2Γ1

12
du
ds

dv
ds

+ Γ1
22(

dv
ds
)2

dv
ds

d2v
ds2

+ Γ2
22(

dv
ds
)2 + 2Γ2

12
du
ds

dv
ds

+ Γ2
11(

du
ds
)2

∣∣∣∣∣
与初始推导的测地曲率的表达式相同。显然整个过程的推导是可逆的。
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附录 K

用更高的复几何观点来看曲面等温参数系

的存在性

曲面等温参数系的存在性可以放在更一般的复几何中讨论，但是解释起来比较麻烦，主

要是因为复几何当中的各种概念我们都没有学习过。但是鉴于未来的复几何课程往往也

不会讨论曲面这一特殊情形，还是有必要简单地介绍下如何从复几何的角度来看曲面上

等温参数系的存在性。其中出现的各种名词，大家可以凭直觉来理解，不一定要花功夫

查证它们的严格定义。

我们先把复几何中研究对象分成四个不同的层次，且范围严格渐次缩小：2n 维的实

流形，近复流形，n 维复流形，Kähler 流形。接下来我们具体看它们的定义以及之间的

关联。

首先，如果一个 2n 维的实流形 M 的切丛上存在一个自同构，记做 J，使得 J2 = −Id䜳ㄲ쀀䈴唀

https://www.zhihu.com/question/55217825
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其中 X,Y 均为 M 上的切向量场，[ , ] 是切向量场之间的李括号积。如果一个近复结

构的 Nijenhuis 张量恒为零，则我们称这样的近复结构是可积的。当然，近复结构的可积

性有很多种不同，但等价的表述方式，我们选取了其中最简单的。自然存在很多近复结

构不可积的例子，见讨论：https://www.zhihu.com/question/38290928。但是，很容易

验证，实二维情形下的 Nijenhuis 张量一定是消失的，即实二维实流形上的近复结构必然

是可积的。

其次，一个 2n 维的实流形 M 称为复流形，是说它有复的坐标覆盖，且坐标卡之间

的转移函数都是解析的。我们把坐标覆盖在全纯转移函数下的等价类称为该复流形的复

结构。注意到，一个复流形的切丛上天然就有复数 i 所诱导出的自同构，接下来就是著

名的 Newlander-Nirenberg 定理：

定理. 一个可积的近复结构，一定是由复流形的复结构诱导出来的。

这意味着可积的近复结构就是复结构，近复结构可积的近复流形就是复流形。定理的证

明非常复杂，感兴趣的同学可以参考 [31]或 [32]。

最后，如果一个复流形 (M,J) 上存在黎曼度量 h，和复结构相容，即对任意切向

量 X,Y，有 h(X,Y ) = h(JX, JY )，我们也一样称 h 为 Hermitian 度量，(M,J, h) 则称

为 Hermitian 流形。显然，和近复流形上的 Hermitian 度量一样，复流形上也一定存在

Hermitian 度量。更进一步，令 Hermitian 流形上的 2-形式 Ω(X,Y ) ≜ h(JX, Y )，如果

2-形式 Ω 是闭的，则我们称 h 为 Kähler 度量，该流形为 Kähler 流形。一个复流形上是

否存在 Kähler 度量也是存在拓扑上的障碍的，可以参考：https://mathoverflow.net/q

uestions/186139/。

有了这些概念的准备，我们回到空间中的曲面上等温参数系的存在性。

1. 事先观察到对于近 Hermitian 流形，有

h(X, JX) = h(JX, J2X) = −h(JX,X) = −h(X, JX)

即 h(X, JX) = 0，X 和 JX 必然正交。现在来看曲面，一方面，在实 2 维的情形

下，近复结构可以视为右旋 90◦；另一方面，空间中的曲面自带诱导度量，也就是

第一基本形式，记为 ⟨, ⟩。切向量 X 给定后，其垂直方向完全确定，故在定向确定

的前提下，近复结构完全被度量确定1，这时，曲面上的第一基本形式会自带近复结

构，而度量 ⟨, ⟩ 自然成为 Hermitian 度量，故之后我们用记号 h(, ) 代替 ⟨, ⟩。
1可以更具体地看。先取单位正交基 e⃗1 和 e⃗2，再令 Je⃗1 = e⃗2，Je⃗2 = −e⃗1，这样线性映射 J 在基底上的作

用确定，线性映射 J 本身就确定下来。同时，令 X = ae⃗1+be⃗2，有 J(JX) = J(ae⃗2−be⃗1) = −ae⃗1−be⃗2 = −X，

https://www.zhihu.com/question/38290928
https://mathoverflow.net/questions/186139/
https://mathoverflow.net/questions/186139/


383

2. 我们已经知道，在曲面上的任意近复结构必然可积，故由 Newlander-Nirenberg 定

理，上述由度量决定的近复结构一定是复结构。换言之，此时曲面上的复结构可以

由局部复坐标导出，也就是存在 z = u+ iv，使得 J ∂
∂u

= ∂
∂v

1。

3. 由于实二维曲面上的任何 2-形式都是闭的，显然，也包括通过 Hermitian 度量 h 构

造的二形式 Ω，这意味着曲面上的度量（第一基本形式）是 Kähler 度量。

4. 最后，我们来看这一 Kähler 度量在局部坐标下的表达。一方面由于 J ∂
∂u

= ∂
∂v

， ∂
∂u

和 ∂
∂v

正交；另一方面，h( ∂
∂v
, ∂

∂v
) = h(J ∂

∂u
, J ∂

∂u
) = h( ∂

∂u
, ∂

∂u
)，故第一基本形式为

I = λ2(du2 + dv2)，即 (u, v) 为曲面上等温参数系。换言之，所谓存在等温参数系，

就是存在复坐标 z = u + iv，使得实二维曲面作为一个复流形，其上的度量成为

Kähler 度量。即空间中带有度量的曲面，是 Kähler 流形的一个特例。

总结一下，曲面上等温参数系的存在性，放置在复几何视角下，其实是一系列定理和命题

组合后的结果，但是其中真正非平凡的部分，是 Newlander-Nirenberg 定理。换言之，如

果笔者的理解没有错的话，保证曲面上等温参数系存在的 Korn-Lichtenstein 定理，可以

视为 Newlander-Nirenberg 定理在复一维时的特例。

也就是这样构造的 J 就是近复结构。进一步，令 Y = ce⃗1 + de⃗2，不难验证

⟨JX, JY ⟩ = ⟨ae⃗2 − be⃗1, ce⃗2 − de⃗1⟩ = ac+ bd = ⟨X,Y ⟩

换言之，曲面上给定度量，就给定了单位正交标架场，进而确定了近复结构，同时这样的近复结构一定和

原有的度量相容，成为 Hermitian 度量。
1注意，这件事并不等同于事先给定曲面上的一个单位正交标架场 e⃗1, e⃗2 使得 ∂

∂u = λe⃗1,
∂
∂v = λe⃗2。因

为我们之前在研究积分曲线的时候证明过，对于一般的切量场，最多只能做到 ∂
∂u = λe⃗1,

∂
∂v = µe⃗2；同时

一个复结构 J，可以用不同的单位正交标架场来表达。
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附录 L

Bernstein 定理不使用 Weierstrass 表示的证

明方法

我们已经在10.1.4小节中证明过了 Bernstein 定理，

定理 (Bernstein). 设 f(x, y) 是定义在全平面 R2 上极小曲面方程的解，则 f 为线性函数。

当然，当时需要使用极小图的 Weierstrass 表示，可是很多同学对 Weierstrass 表示掌握

的不到位。那么有没有其他的证法呢？以下是 Nitsche 的证法。

证明. 首先，还是对极小图 (x, y, f(x, y)) 做形如(10.13)式的 Levy 变换。因为 Levy 变换

是整体且 1-1 的，我们可以构造复函数

F (u, v) = (x− ξ(x, y))− i (y − η(x, y)) = (2x− u)− i(2y − v).

接下来希望证明 F (u, v) 是 w = u+ iv 的解析函数。这等价于说明实函数

α(u, v) =2x− u

β(u, v) =− (2y − v)

关于 (u, v) 满足 Cauchy-Riemann 方程。为此，我们需要计算 x, y 关于 u, v 的偏导数。具

体来看，已经知道 Levy 变换的 Jacobi 矩阵如下

J =

(
ux uy

vx vy

)
=

(
1 + φxx φxy

φyx 1 + φyy

)
(L.1)
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于是

J−1 =

(
xu xv

yu yv

)
=

1

det J

(
1 + φyy −φxy

−φyx 1 + φxx

)
其中，根据(10.12)式，有

det J = 1 + φxx + φyy + φxxφyy − φ2
xy = 2 + φxx + φyy

进而

αu =2xu − 1 =
2

det J
(1 + φyy)− 1 =

φyy − φxx

det J
βv =− 2yv + 1 = − 2

det J
(1 + φxx) + 1 =

φyy − φxx

det J
αv =2xv = −2φxy

det J
βu =− 2yu =

2φxy

det J
故 αu = βv, αv = −βu，满足 Cauchy-Riemann 方程。

对于解析函数 F (w)，继续计算其导数

F ′(w) = αu + iβu =
φyy − φxx + 2iφxy

det J

一方面，

|F ′(w)|2 =
(φyy − φxx)

2 + 4φ2
xy

(2 + φxx + φyy)2
=

( q2−p2

g
)2 + 4(pq

g
)2

(2g+2+p2+q2

g
)2

=

(
p2 + q2

2g + 2 + p2 + q2

)2

< 1

也就是说 F ′(w) 是全平面上的有界解析函数，根据解析函数的 Liouville 定理，必有 F ′(w)

为常数。另一方面，

1− |F ′| = 2g + 2

2g + 2 + p2 + q2
=

2g + 2

g2 + 2g + 1
=

2

g + 1

也就说明了 g 是常数。进而

det J =
2g + 2 + p2 + q2

g
=

(g + 1)2

g

也是常数。自然，φxy 作为常数函数 F ′(w) det J 的虚部，是常数；同时 φyy − φxx 作为

实部也是常数。但 det J 是常数意味着 φxx + φyy
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我们想强调一下，Nitsche 的证法本质上是使用了 Jörgens 的定理：

定理. 定义在全平面上的函数 φ(x, y)，有连续的两阶导数，若满足 Monge-Ampère 方程

φxxφyy − φ2
xy ≡ 1

且 φxx > 0，则 φxx, φxy, φyy 必为常数，即 φ(x, y) 是一个关于 x 和 y 的二次多项式。

细心的同学不难发现，上述证明中引入的解析函数 F (w) 的导数 F ′(w)，就是由 Levy
变换构造的等温参数系下的 Weierstrass 表示中的 Φ：

F ′(w) = 2xu − 1− i2yu

而

Φ = xu − yv − i(xv + yu)

代入 xu 和 yv 的具体表达式后，不难发现两者是相同的。也就是这两种证法也没有本质

的不同。

但是实际上，Bernstein 定理作为微分几何或者几何分析领域的一个很基本的定理，

是不少理论和工具小试牛刀的实验对象，有非常多不同的证明方法。比如10.1.4小节中的

Heinz 估计就可以推导出 Bernstein 定理。其他各种不同的证法，感兴趣的同学可以参

考 [33]或 [34]。
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