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《随机过程》期中测试 2022-2023-2
(任课教师：王绍臣 mascang@scut.edu.cn)

2023 年 5 月 22 日

注: 带⋆ 的小问为选做题目, 做对有额外的分数奖励, 满分不超过 25 分.

1. (4+5+5+ 3 ) 设 Xi, i ≥ 1 独立同分布且具有均值 µ , N ∼ Pois(λ ) 且与 Xi, i ≥ 1 独立, 我们

称 ∑N
i=1 Xi 为复合 Poisson 随机变量. 再设 {N(t), t ≥ 0} 是一个强度为 λ > 0 的 Poisson

过程, 考虑下面问题

(i) 记 Tn 表示上述 Poisson 过程的第 n 个事件的到达时刻, fTn(·) 是其密度函数, 计算∫ t

0
P(Tn+1 −Tn > t − s|Tn = s) fTn(s)ds;

解ㆊ: 此积分非常像全概率公式, 注意到在已知第 n 个事件到达的时刻在 s 且 (s, t]

内没有新增事件当且仅当 {N(t) = n|Tn = s}, 故上积分等于∫ t

0
P(N(t) = n|Tn = s) fTn(s)ds = P(N(t) = n) =

(λ t)n

n!
e−λ t .

注记: 可以使用不同的方法, 正确即可. 在《随机过程》课程里面, 计算一些复杂事

件的概率, 一定要先想一想这个事件表示什么意思, 能不能换个叙述描述这个等价

事件, 很多时候如此做了之后, 问题可能变得非常清晰. �

(ii) 计算 E
[
N(2023)

∣∣N(2022) = 2022,N(2024) = 2024
]
;

解ㆊ: 利用条件期望的性质, 上式子等于

E
[
N(2023)−N(2022)+2022

∣∣N(2022) = 2022,N(2024) = 2024
]

= E
[
N(2023)−N(2022)

∣∣N(2022) = 2022,N(2024) = 2024
]
+2022

利用 Poisson 过程的平稳独立增量性以及指数分布的无记忆性, 将 2022 看做 0, 故

上面的条件期望等于

E
[
N(1)−N(0)

∣∣N(0) = 0,N(2) = 2
]
= E[N(1)|N(2) = 2] = 1,

这是因为 N(1)|N(2) = 2 ∼ Binomial(2,1/2). 故最终结果为 2022+1 = 2023.

注记: 可以使用不同的方法,℘䰀

�N(1 2022,N( (��@
N(2023.
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(iii) 顾客按照 Poisson 过程 {N(t), t ≥ 0} 依次进入某个具有无穷多个服务台的服务系

统. 假定每个顾客的服务时间相互独立且共同的分布为 G(对应的密度函数为 g(·)),
顾客服务完后立即离开. 计算首个到达的顾客也是首个离开此服务系统的概率;
提示: 关于... 使用全概率公式

解ㆊ: 在给定首位顾客的服务时长为 ξ = t 时, 我们将首位顾客开始接受服务的时

刻看做 0, 那么我们将后续到达的顾客看成一个 Poisson 过程. 对后续的每一个顾

客, 我们考虑如下分类, 若在 t 时刻时, 它们已经离开此服务系统, 那么我们把他分

成第一类 (注意, 若此顾客在 s 时刻到达, 那么他被分成第一类的概率为 G(t − s)).
利用 Poisson 过程的性质, 我们知道在 t 时刻时, 已经离开此服务系统上的人数

N1(t)∼ Poisson
(

λ
∫ t

0
G(t − s)ds

)
= Poisson

(
λ
∫ t

0
G(s)ds

)
.

我们记事件

A = {首个到达的顾客也是首个离开此服务系统},

关于首位顾客的服务时长使用全概率公式得到

P(A) =
∫ ∞

0
P(A|ξ = t)g(t)dt

=
∫ ∞

0
P(N1(t) = 0|ξ = t)g(t)dt

=
∫ ∞

0
e−λ

∫ t
0 G(s)dsg(t)dt

�

(iv)⋆ 记 S(t) 表示 t 时刻时依然停留在此服务系统上的顾客的剩余所需服务时间总和,
问 S(t) 是一个复合 Poisson 随机变量么? 说明你的理由并计算 E[S(t)].

解ㆊ: 是的! 注意到给定 N(t) = n 时 (即到 t 时刻时到达的总顾客数), 利用 Poisson
过程的条件性质 (Ui,Vi 符号含义同课件一致), 我们知道这些顾客的到达时刻与

(V1,V2, · · · ,Vn) 同分布, 故这些顾客的总剩余服务时长为

n

∑
i=1

max{Vi +ξi − t,0} (d)
=

n

∑
i=1

max{Ui +ξi − t,0} :=
n

∑
i=1

Xi

其中 ξi, i = 1,2, · · · ,n 独立同分布且共同分布为 G, 这表明 S(t)|N(t) = n 可以表示为

∑n
i=1 Xi, 其中 Xi, i ≥ 1 独立同分布且与 N(t) 独立. 故

S(t)
(d)
=

N(t)

∑
i=1

Xi

(可以计算分布函数结合全概率公式详细验证上述结论), 这表明 S(t) 的确是一个复合

Poisson 随机变量.
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最后, 我们知道 E[S(t)] = E[N(t)]E[X1] = λ tE[X1], 而

E[X1] =
∫ ∞

0
P(max{U1 +ξ1 − t,0}> s)ds

=
∫ ∞

0
P(U1 +ξ1 > t + s)ds

=
1
t

∫ ∞

0

(∫ t

0
1−G(t + s− y)dy

)
ds,

其中我们用到了事实

P(U1 +ξ1 > t + s) =
1
t

∫ t

0
P(U1 +ξ1 > t + s|U1 = y)dy =

1
t

∫ t

0
1−G(t + s− y)dy,

故最终

E[S(t)] = λ
∫ ∞

0

(∫ t

0
1−G(t + s− y)dy

)
ds.

注记: 关于 E[X1] 的计算, 方法不唯一, 可以关于 U1 或者 ξ1 使用全期望公式. 最后的结

果形式可能不一致, 正确即可. �

2. (2+ 4 +3+3+3) 设马氏链 {Xn,n ≥ 0} 的状态空间为 S = {1,2,3} 且相应的转移概率矩

阵为 
1/2 1/4 1/4

0 3/4 1/4

0 0 1


记 Ti j := min{n ≥ 0,Xn = j|X0 = i}, 即从状态 i 出发首次访问状态 j 的时刻.

(i) 若记 ak = P(T13 = k),k = 0,1,2, · · · , 求 ak+1,ak 满足的递推关系;

解ㆊ: 显然 a0 = 0,a1 = 1/4, 对 k ≥ 2, 注意到关于 X1 使用全概率公式

ak+1 =
1
2
P(T13 = k+1|X1 = 1)+

1
4
P(T13 = k+1|X1 = 2)+

1
4
P(T13 = k+1|X1 = 3)

=
1
2
P(T13 = k)+

1
4
P(T23 = k)+0

=
1
2

ak +
1
4

(
3
4

)k−1 1
4

这是因为若一旦到达状态 2 后, 那么其在状态 2 停留的时长服从参数为 1/4 的几

何分布, 故我们得到 ak+1,ak 满足的递推关系为

ak+1 =
1
2

ak +
1
12

(
3
4

)k

, k ≥ 1

�
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(ii)⋆ 由 (i) 给出 T13 的分布列以及相应的 E[T13];
提示: 一个可以尝试的方法是定义

g(z) =
∞

∑
k=0

akzk, |z| ≤ 1,

利用 (i) 中关系得到 g(z) 的表达式, 然后将其展开为关于 z 的幂级数, 由此得到

ak 或者考虑直接解差分方程, 关于差分方程的解法可参考 https://www.cnblogs.
com/Tarjan-Zeng/p/15038489.html

解ㆊ: 方法不唯一, 比如递推归纳或者上面介绍的方法 (上面的方法更加具有广泛

的使用范围) 等等. 最终结果为

a0 = 0, ak =
1
4

(
3
4

)k−1

, k ≥ 1.

即 T13 ∼ Geom(1/4), 故 E[T13] = 4.
注记: 这是为什么呢? 将 1,2 状态均看成失败, 3 看成成功, 那么利用事实

p(1,1)+ p(1,2) = p(2,2) = 3/4, 故 T13 等同于成功概率为 1/4 的 Bernoulli 试验首

次成功所需要的次数. �

(iii) 有别于 (ii) 中的方法, 注意到, 基于此马氏链在访问状态 3 之前是否访问过状态 2

将事件 {T13 = k} 分解, 由此给出 P(T13 = k) 的值以及相应的 E[T13];
解ㆊ: 按照题意, 对 k ≥ 1

P(T13 = k) = P(X1 = · · ·= Xk−1 = 1,Xk = 3)

+
k−1

∑
m=1

P(X1 = 1, · · · ,Xm−1 = 1,Xm = 2, · · · ,Xk−1 = 2,Xk = 3)

=

(
1
2

)k−1 1
4
+

k−1

∑
m=1

(
1
2

)m−1 1
4

(
3
4

)k−m−1 1
4
=

1
4

(
3
4

)k−1

,

以下与上类似可得. �

(iv) 利用一步分析的技巧 (关于 X1 的取值使用全期望公式), 重新计算 E[T13];
解ㆊ: 利用一步分析的技巧, 我们有

E[T13] =
1
2
E[T13|X1 = 1]+

1
4
E[T13|X1 = 2]+

1
4
E[T13|X1 = 3]

E[T23] =
3
4
E[T23|X1 = 2]+

1
4
E[T23|X1 = 3]

且有 E[T23|X1 = 3] = E[T13|X1 = 3] = 1, E[T13|X1 = 1] = 1+E[T13], E[T13|X1 = 2] =

1+E[T23],E[T23|X1 = 2] = 1+E[T23], 带入上述方程解得 E[T23] = 4(或者直接利用

T23 ∼ Geom(1/4)), 那么第一个方程为

E[T13] =
1
2
(1+E[T13])+

3
2
⇒ E[T13] = 4 或者 +∞.

这里的 +∞ 解应该舍弃掉, 因为 T13 < Geom(1/2)+Geom(1/4), 其期望一定有限!
或者利用我们课件上接下来的有关马氏链退出时刻期望的相关结论获得.
注记: 可以忽略可能得 +∞ 的情形, 不做要求. �
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(v) 不使用常返性等概念, 对 i ∈ S, 计算 ρi := P(在有限的时间内返回状态 i|X0 = i).
提示: 对于 (iv)、(v), 利用一步分析构造线性方程组, 联立求解.

解ㆊ: 显然 ρ3 = 1, 对于 ρ2 使用一步分析可知

ρ2 =
3
4
P2(T2 < ∞|X1 = 2)+0 =

3
4

以及

ρ1 =
1
2
+

1
4
P1(T1 <+∞|X1 = 2)+0 =

1
2
.

注记: 本小问大家可以继续计算 ρxy := Px(Ty <+∞), 方法是类似的, 或者结合常返

性概念, 部分取值是平凡的情形. �
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