
ʃ ʄ(2023–2024–1 ) ЃԑЄ

ⅎ 100 ⅎ, 90 ⅎ .

ך Ґ : 本次测试为限时测试, 请尝试下面三个题目中的任何两个, 可以参

看任何相关资料 (若使用某些在课堂上我没有讲过的结论 (其实不需要), 请详细标注出来), 但

是不可以相互讨论、抄袭. 若发现抄袭现象, 则成绩记为 0 分.
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(1) 当 0 < z < 1 时, 则

P(Y ≥ X − z) =
∫ ∞

1

(∫ x

x−z
x−3dy

)
dx =

z
2

;

(2) 当 z ≥ 1 时, 则

P(Y ≥ X − z) = 1−
∫ ∞

z

(∫ x−z

0
x−3dy

)
dx = 1− 1

2z
,

故 Z 的密度函数为

fZ(z) =


0.5, 0 < z < 1;

0.5z−2, z ≥ 1;

0, 其它.

: ᶕװ Ὶ , (X −Y,Y ), , ῴ
...., ᴂ יִ ᶕ , ⌡ ԑᾣ⃰ ӎ

װ ᶕ ⃰ ῎ .

2. (50 ⅎ) X1,X2, · · · ҅∆ ∆, ҿԋ , ᴂẐ Ὶ ẅ

ҿ S = {0,1}, Bernoulli .

(i) X1,X2, · · · ԝ ҙ׃ ᴑ n װ i1, i2, · · · , in ∈ S

P(Xn = in|X1 = i1,X2 = i2, · · · ,Xn−1 = in−1) = P(Xn = in)

; . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .ʉ15 分ʊ

Е我们知道 X1,X2, · · · 相互独立当且仅当对任意的 n, X1,X2, · · · ,Xn 相互独立,
也当且仅当

P(X1 = i1, · · · ,Xn−1 = in−1,Xn = in) = P(X1 = i1) · · ·P(Xn−1 = in−1)P(Xn = in)

成立. 再由推广的乘法公式我们有

上式左边 = P(X1 = i1)P(X2 = i2|X1 = i1) · · ·P(Xn = in|X1 = i1, · · · ,Xn−1 = in−1).
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比较上面两式的右端可知, X1,X2, · · · 相互独立当且仅当对任意的 n 有

P(X1 = i1) · · ·P(Xn−1 = in−1)P(Xn = in)

= P(X1 = i1)P(X2 = i2|X1 = i1) · · ·P(Xn = in|X1 = i1, · · · ,Xn−1 = in−1)

成立, 故也等价于当且仅当

P(Xn = in|X1 = i1,X2 = i2, · · · ,Xn−1 = in−1) = P(Xn = in)

对任意的 n 以及 i1, i2, · · · , in ∈ S 均成立.

(ii) ҅ , ғ ╦҅ Ғ҅ , ∑ ᴂ

₴ ԋ҅ү . , ᴂ ֒ “ ”, Ӎ҅

ΐ 3 , ⅎ⌡₴ ԋ 3,4,5 . ᴂ n+ 1 , ₴

k ∈ N ҿ ? ₴Ҫ Ӑ;

: i = 2,3, · · · , , ⌐ (i).

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .ʉ20 分ʊ

Е对 i = 2,3, · · · , 我们定义

Xi =

{
1, 若第 i 次抛掷硬币是一个翻转;
0, 其它情形.

那么记 A = {X1 = x1, · · · ,Xn−1 = in−1},B = {第 n−1 次抛硬币是正面}, 我们有

P(Xn = 1|A) = P(Xn = 1|A,B)P(B|A)+P(Xn = 1|A,Bc)P(Bc|A)

= (1/2)P(B|A)+(1/2)P(Bc|A) = 1/2

而

P(Xn = 1) = P(Xn = 1|B)P(B)+P(Xn = 1|Bc)P(Bc) = 1/2;

结合这两个式子表明 P(Xn = 1|A) = P(Xn = 1), 同理也有 P(Xn = 0|A) = P(Xn = 0),
故由 (i) 可知, 这些示性随机变量相关独立. 此外上面的式子也表明它们的分布也

一样, 均服从 B(1,1/2). 最终, 若我们抛掷此硬币 n+1 次, 恰好出现 k ∈ N 次翻转

的概率为二项概率 b(k;n,1/2) =Ck
n(1/2)n,k = 0,1,2, · · · ,n;

(iii) (ii) Ẑ Ґ, 1+ξ , ῚҲ ξ ∼ Poisson(λ ), ₴

( ҿ Y ) ҿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . .ʉ10 分ʊ

Е由 (ii) 的结果和 Poisson 分布的可分性可知, 此时 Y ∼ Poisson(λ/2). 利用关

系式
ex − e−x

2
=

1
2

(
∞

∑
k=0

xk

k!
−

∞

∑
k=0

(−x)k

k!

)
= ∑

k=1,3,5,···

xk

k!
,

故 Y 为奇数的概率为

∞

∑
k=1,3,5,···

(λ/2)k

k!
e−λ/2 =

1
2
(1− e−λ );
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: ⌐ ֒ Ҳ ⃰ , ҏ װ ꜘ , ҿ ᴂ

g(s) := E[sY ] = exp((λ/2)(s−1)),s ∈ R, Y ẅҿ ҿ

P(Y ẅҿ ) =
1
2
(g(1)−g(−1)) =

1
2
(1− e−λ ).

(iv) (iii) Ẑ Ґ, ξ −Y ғ Y ԝ Ӎ? ₴ᵶ . . . .ʉ 5 分ʊ

Е利用 Poisson 分布的可分性可知, 结论成立. 这里无需再给出证明, 可以使用

任何我在课堂上已经证明过的结论.

3. (50 ⅎ) ӎ R ҏ ⃰

sign(x) =


1, x > 0;
0, x = 0;
−1, x < 0.

Ẑ X0,X1, · · · ⅎ ‼ ת,∆ Yn = Xn ∗ sign(Xn−1),n ≥ 1.
Ґ₉үװ . ( ∗ ӝ, Ὶ ӎ)

: ξ ғ ξ ∗ IA ᴑᵫ ῗ , ῚҲ A ҅ү₉ӓ

Ԑᴌ, P(A) = 1.

(i) Yn ; . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .ʉ20 分ʊ

Е利用 Xn 与 sign(Xn−1) 之间的独立性易知 E[Yn] = 0; 注意到

P(sign2(Xn−1) = 1) = 1−P(sign(Xn−1) = 0) = 1−P(Xn−1 = 0) = 1,

故由提示或者直接利用独立均可知

Var(Yn) = E[Y 2
n ] = E[X2

n ∗ sign2(Xn−1)] = E[X2
n ∗ I{sign2(Xn−1)=1}] = E[X2

n ] = 1;

(ii) m,n ≥ 1 ҙ m ̸= n, Cov(Ym,Yn); . . . . . . . . . . . . . . . . .ʉ10 分ʊ

Е不妨设 m > n, 那么 YmYn = Xm ∗ sign(Xm−1)∗Xn ∗ sign(Xn−1) 中的第一项、第

二三项、第四项相互独立, 故

E[YmYn] = E[Xm]∗E[sign(Xm−1)∗Xn]∗E[sign(Xn−1)] = 0;

再结合 (i) 可知, 对 m,n ≥ 1 且 m ̸= n, Cov(Ym,Yn) = 0;

(iii) ᴑ n, Yn Ӎⅎ־ה ? ₴ . . . . . . . . . . . . . . . .ʉ10 分ʊ

任课㘷ᐾ: ⧁㔃㠙 macswang@scut.edu.cn Ʌ概率论Ɇ测试二 第 4 页 ާ 5 页

macswang@scut.edu.cn


Е对任意的 y ∈ R, 我们考虑 Yn 的分布函数

P(Yn ≤ y) = P(Xn ∗ sign(Xn−1)≤ y)

= P(Xn ≤ y,Xn−1 > 0)+P(−Xn ≤ y,Xn−1 < 0) 由独立性

= Φ(y)/2+(1−Φ(−y))/2

= Φ(y),

其中 Φ(·) 是标准正态分布的分布函数, 故这表明 Yn ∼ N(0,1);

(iv) (Y1,Y2) ԑᾣה ⅎ Ӎ? ₴ . . . . . . . . . . . . . .ʉ10 分ʊ

: װ ⅎ ⃰ .

Е是的! 虽然我们有更简单的方法, 但是限于目前知识. 我们从联合分布函数

入手, 对任意的 y1,y2 ∈ R, 我们有

P(Y1 ≤ y1,Y2 ≤ y2)

= P(X1 ∗ sign(X0)≤ y1,X2 ∗ sign(X1)≤ y2)

= P(X1 ≤ y1,X2 ≤ y2,X0 > 0,X1 > 0)

+P(X1 ≤ y1,X2 ≥−y2,X0 > 0,X1 < 0)

+P(X1 ≥−y1,X2 ≤ y2,X0 < 0,X1 > 0)

+P(X1 ≥−y1,X2 ≥−y2,X0 < 0,X1 < 0)

= P(0 < X1 ≤ y1)Φ(y2)/2+P(X1 ≤ min{0,y1})[1−Φ(−y2)]/2

+P(X1 ≥ max{0,−y1})Φ(y2)/2+P(−y1 ≤ X1 ≤ 0)[1−Φ(−y2)]/2

= Φ(y1)Φ(y2),

上面最后一步成立是因为对 y1 ≥ 0,y1 < 0 分两种情况讨论即可, 这表明 (Y1,Y2) ∼
N(0,0;1,1;0) 的二元正态分布.
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