
《概率论》(2023–2024–1 秋季学期) 测试（一）

本次测试满分 100 分, 请在 120 分钟内独立完成.

请仔细阅读下面说明: 本次测试为限时测试, 请尝试每一个题目, 可以参看任何相关资料
以及我在课堂上介绍过的任何结论 (若使用某些在课堂上我没有讲过的结论 (其实不需要), 请
详细标注出来), 但是不可以相互讨论、抄袭. 若发现抄袭现象, 则平时成绩记为 0 分. 每个大
题请在新的一页开始, 切勿紧接着前面的题目书写. 以下三题合计 90 分, 书写整洁规范、符
合要求 10 分, 总计 100 分.

1. (30 分) 假定 DNA 在复制时, 每个单位时间等可能、相互独立地出现一个碱基 (一共四

种类型 A,G,C,T ). 现在从 0 时刻开始计时 (此时无任何碱基), 考虑下面几个问题 (注
意: (iii) 或者 (iv) 选择其一回答即可, 若全部作答, 那么仅按照 (iii) 的解答计分):

(i) 到时刻 10 为止, DNA 复制期间不曾出现 AG 这一片段的概率; . . . . 【10 分】

解析：记事件 Bi, i = 1,2, · · · ,9 分别表示第 i, i+ 1 时刻复制的碱基为 A,G 这一事

件, 我们先考虑所求事件的对立事件, 即到时刻 10 为止, DNA 复制期间曾出现 AG

这一片段的概率 P(B
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# A=1, T=2, C=3, G=4
x<-1:4
y=vector(length=10^6)
for(i in 1:10^6)
{z=sample(x,10,replace=T)
z=paste(z[1],z[2],z[3],z[4],z[5],z[6],z[7],z[8],z[9],z[10],sep="")
y[i]=grepl("14",z)}

1-sum(y)/10^6
# [1] 0.538296

(2) 一般地, 从 1,2, · · · ,n 中等可能得选取 k 个互不相邻的自然数的方法数是 Ck
n−k+1. 这是

因为我们可以这样做, 先画出 n− k 个的黑色的竖线 (这些竖线将充当自然数 1 来保证接下

来选出的数字不相邻), 这些竖线将留出 n− k+1 个空位置, 在这些空位置中选出 k 个并画

上红色竖线, 那么红色竖线在 n 个竖线中所处的位置刚好对应满足条件的自然数.

(ii) 到时刻 10 为止, DNA 复制期间四种类型的碱基曾全部出现的概率; . . 【10 分】

解析：记 Ci, i = 1,2,3,4 分别表示 A,G,C,T 在到时刻 10 为止没有出现这一事件,
那么所求概率为 1−P(C1 ∪C2 ∪C3 ∪C4). 利用 Jordan 公式可知

P(C1 ∪C2 ∪C3 ∪C4) = ∑
i
P(Ci)−∑

i< j
P(CiC j)+ ∑

i< j<k
P(CiC jCk)

= 4∗ (3/4)10 −6∗ (2/4)10 +4∗ (1/4)10 ≈ 0.22

故所求概率到时刻 10 为止, DNA 复制期间四种类型的碱基曾全部出现的概率
≈ 0.78.

(iii) 若 DNA 复制时产生片段 AG 则会导致编译出来的蛋白质为类型 I; 若 DNA 复制

时产生片段 AT 则会导致编译出来的蛋白质为类型 II. 最终编译的蛋白质类型依赖

于究竟 AG 还是 AT 片段先出现. 现计算最后编译出来的蛋白质类型为 I 的概率;
【10 分】

解析：记事件 D 表示最后编译出来的蛋白质类型为 I, 关于前两个时刻的编译结果
使用全概率公式可得到 (∗A 表示第二个时刻编译出来的是碱基 A 这一事件)

P(D) =
1

16
+

4
16

P(D| ∗A)+
10
16

P(D)

对 P(D| ∗A) 关于第三个时刻的编译结果继续使用全概率公式得到

P(D| ∗A) =
1
4
+

1
4
P(D| ∗A)+

1
4
P(D)

由上面两个式子可以解出 P(D) = 1/2.

注记: 事实上我们利用对称性此结论是显然的, 因为 T,G 地位等同, 所以二者到底谁先出

现的可能性是一样的; 再结合二者之一在有限的时间内一定会以概率一出现 (为什么?), 故

此概率必须为 1/2.
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(iv) 现在假定此蛋白质已经编译了 ξ ∼ Pois(4) 单位时间, 计算此期间出现碱基 A 的个

数大于碱基 G 的个数的概率.

提示: 利用 Poisson 随机变量的性质. . . . . . . . . . . . . . . . . . 【10 分】

解析：利用 Poisson 随机变量的可分性, 我们知道最终 A 的个数和 G 的个数相互

独立且均为 Pois(1) 分布, 我们分别用 X ,Y 表示, 那么所求概率即为 P(X > Y ). 利
用对称性, 我们仅需要计算 P(X = Y ) 即可, 为此注意到

P(X = Y ) =
∞

∑
k=0

P(X = Y = k) = e−2
∞

∑
k=0

1
(k!)2 := c,

故最终所求概率为 (1− c)/2 ≈ 0.41, 其中 c 由上式定义给出.

注记: 上述 (i)、(ii)、(iv) 小问数值计算的部分, 仅仅有表达式即可, 不用具体计算出来.

2. (30 分) 某数据通信系统由一列有序的中继站组成来传递信号 0,1. 假定经过任一中继站

后, 信号被正确传递的概率为 p(指的是信号 1 被传递后为 1 或者信号 0 被传递后为 0)
信号被错误传递的概率为 q(指的是信号 1 被传递后为 0 或者信号 0 被传递后为 1). 设

事件 A 表示初始信号为 1(初始信号是随机的, 可能为 0, 也可能为 1), 事件 An 表示经过

n 次传递后的信号为 1. 记 α = P(A), β = P(A), 考虑如下问题.

(i) 证明

P(A|A1) =
α +α(p−q)

1+(α −β )(p−q)
;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .【10 分】

解析：利用 Bayes 公式以及 p+q = 1,α +β = 1 的事实, 可知

P(A|A1) =
P(A1|A)P(A)

P(A1|A)P(A)+P(A1|Ac)P(Ac)

=
α p

α p+βq

=
2α p

2α p+2βq

=
α p+α(1−q)

α p+α(1−q)+βq+β (1− p)

=
α +α(p−q)

1+(α −β )(p−q)

(ii) 对一般的 n ≥ 2, 给出 P(A|An) 的形式并证明之; . . . . . . . . . . . . 【15 分】

解析：我们最后的结论是

P(A|An) =
α +α(p−q)n

1+(α −β )(p−q)n , n ≥ 1.
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为此利用 Bayes 公式, 我们仅需证明

P(An|A) =
1
2
+

1
2
(p−q)n, P(An|Ac) =

1
2
− 1

2
(p−q)n

即可. 后一论断是类似地, 下面我们仅以第一个结论为例. 可以使用递推或者
全概率公式, 下面我们使用归纳法结合全概率公式. 当 n = 1 时, P(A1|A) = p =

(1/2)+ (1/2)(p− q) = p 成立, 现假设 k = n− 1 时成立, 那么对 k = n 时, 关于
An−1,Ac

n−1 使用全概率公式可得

P(An|A) = P(An|A,An−1)P(An−1|A)+P(An|A,Ac
n−1)P(A

c
n−1|A)

= p
[1

2
+

1
2
(p−q)n−1

]
+q

[1
2
− 1

2
(p−q)n−1

]
=

1
2
+

1
2
(p−q)n.

注记: 本题可能可以使用归纳法或者递推的方法, 但是我没有尝试! 若你成功了, 请告诉

我!!!

(iii) 假设信号一共经过了 n 次传递, 记 ξ 表示传递过程中的错误传递次数总和, 你能猜

测出 ξ 的分布列么? 简要解释你的结果, 无需给出证明. . . . . . . . .【 5 分】

解析：ξ ∼ B(n,q), 这是因为每个中继站是相互独立的传递错误且概率一致, 故符
合二项分布的背景.

3. (30 分) 设连续型随机变量 X 的分布函数为 FX(x),x ∈ R, 为简单起见, 假定其严格单调

递增 (这个假设可以不需要, 但是需要重新定义反函数的概念). (注意: (iv) 或者 (v) 选

择其一回答即可, 若全部作答, 那么仅按照 (iv) 的解答计分):

(i) 基于 FX ,F−1
X ,Φ,Φ−1, 求一个单调函数 g, 使得随机变量 Y := g(X) 服从 N(0,1), 请

给出相应的证明; . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 【 5 分】

解析：定义 g = Φ−1 ◦FX , 那么 Y = g(X) ∈ R, 对任意的 y ∈ R,

P(Y ≤ y) = P(Φ−1 ◦FX(X)≤ y) = P(X ≤ F−1
X (Φ(y))) = FX(F−1

X (Φ(y))) = Φ(y),

这表明 Y ∼ N(0,1).

(ii) 设 X1,X2, · · · 是一列相互独立的连续型随机变量序列且具有共同的分布函数 FX(·),
定义

N := min
{

n
∣∣∣ n ≥ 2, Xn > Xn−1

r161J /64-Tf 77.03 0 Td[{F)]TJ /F10 8.966 Tf 6.11j55 Tf 18 0 Td[<1c65>-13<0436>-1-29.96l S 55 Tf 11.955 T0 Td[{X)]TJ /F4 8.966 55 Tf 4.6N0 Td[<2cba>-18<083c>-1818a>]TJ /48>-21745fd>-3>-19<1be6>-19245e6>-19<0833>-19<0522>-19e3 0 Td[<00550042007008.955 Tf 4..56 0 Td[<4600f>-15<0460>-1655 Tf 11.94 0 Td[{2)]TJ /F9 11.92.955 Tf 0 0 Td[{;)2d>]TJ /F1 11.955 Tf 7.37 0 Td[<41f4>-18<4614>-1924cc5>-12<1d70>713<0a0e>813<07ad>813<1d3Td[<4600f>-15<0460>525 Tf 8.63 f0 Td[{p)]TJ /F11 11.955 Tf 8.5489 Td[{{)]TJ /F11 8.966 Tf4.98 -4.94 Td[{:)]TJ ET 0 G 955 Tf 4.6;0 Td[{{)]TJ /F9 11.955 Tf 5.98 0 Td[{;)0252�
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解析：由 (i),不妨假定这里的 X1,X2, · · · 为独立同分布的 U(0,1),因为 X1,X2, · · · 之
间的相对大小在单调递增函数的变换下保持序不变. 此外, 注意到对任意的 n ≥ 2,
{N > 2}= {X1 ≥ X2 ≥ X3 ≥ ·· · ≥ Xn}, 再由提示可知

P(N > n) = P(X1 ≥ X2 ≥ X3 ≥ ·· · ≥ Xn)

= P(X1 > X2 > X3 > · · ·> Xn)

= 1/n!,

注意上式子对 n = 1 时也成立, 故最终得到 N 的分布列

P(N = n) = P(N > n−1)−P(N > n) =
1

(n−1)!
− 1

n!
, n = 2,3, · · ·

(iii) 此小问假设 X ∼U(0,1), 现额外独立地抛掷一枚均匀的硬币, 定义随机变量

Z =

{
1/X , 若硬币抛出正面;
1−X , 若硬币抛出反面.

求 Z 的密度函数 (若存在的话; 不然, 给出其分布函数即可); . . . . . . 【10 分】

解析：我们先求分布函数, 注意到 Z > 0, 故对任意的 z > 0, 利用全概率公式

P(Z ≤ z) = P(Z ≤ z|H)∗ (1/2)+P(Z ≤ z|T )∗ (1/2)

= P(1/X ≤ z|H)∗ (1/2)+P(1−X ≤ z|T )∗ (1/2)

= P(1/X ≤ z)∗ (1/2)+P(1−X ≤ z)∗ (1/2)

为计算上述概率, 我们需要对 z 进行讨论

# 若 z ≥ 1, 那么 P(Z ≤ z) = 1/2+(1/2)∗P(X ≥ 1/z) = 1−1/(2z);

# 若 0 < z < 1, 那么 P(Z ≤ z) = z/2.

可见, Z 的分布函数在 (0,+∞) 上连续且处处可导, 故 Z 是连续型随机变量且其密

度函数为

fZ(z) =
1

2z2 I(1,+∞)(z)+
1
2
I(0,1](z) =

1
2

min{1,z−2}I(0,+∞)(z).

(iv) 在 (iii) 的假设下, 再定义随机变量 W = XZ, 那么 W 是连续型随机变量么? 若是,
请给出其密度函数; 若不是请说明理由; . . . . . . . . . . . . . . . . 【 5 分】

解析：不是! 注意到 P(W = 1)≥ P({H}) = 1/2 即可.

(v) 你能按照随机变量的定义证明 (iii) 中的 Z 的确是一个随机变量么? 即证明对任意

的 x ∈ R, {Z ≤ x} 是一个事件. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 【 5 分】
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解析：按照定义, 我们知道对任意的 x < 0,{Z ≤ x}= /0, 对任意的 x ≥ 0,

{Z ≤ x}= {Z ≤ x,H}+{Z ≤ x,T}

= {1/X ≤ x,H}+{1−X ≤ x,T}

= {X ≥ x−1,H}+{X ≤ 1− x,T}

= {X ≥ x−1}∩{H}+{X ≤ 1− x}∩{T},

上式中的四个集合均为事件, 故经过上述有限交、并运算后 (利用事件域的封闭性)
依然是事件.

注记: 两个事件之间写”+”, 此时已经暗指这两个事件之间互不相容.
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